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Deuxième problème

I. Changement de bases et division euclidienne

18. Soit (λ1, λ2, λ3) ∈ R3.

λ1Q1 + λ2Q2 + λ3Q3 = 0 ⇒ ∀j ∈ {1, 2, 3}, λ1Q1(aj) + λ2Q2(aj) + λ3Q3(aj) = 0

⇒






λ1Q1(a1) = 0

λ2Q2(a2) = 0

λ3Q3(a3) = 0

(car ∀i 6= j, Qi(aj) = 0)

⇒






λ1 = 0

λ2 = 0

λ3 = 0

(car ∀i, Qi(ai) 6= 0).

On a montré que

la famille (Q1, Q2, Q3) est libre.

19. En posant a1 = 1, a2 = 3 et a3 = 5, on a ∀(i, j) ∈ {1, 2, 3}2, Pi(aj) = δi,j =

{
1 si i = j

0 si i 6= j
.

20. Les trois polynômes P1, P2 et P3 sont bien éléments de R2[X]. Puisque a1, a2 et a3 sont trois réels deux à deux
distincts, la question 18. montre que la famille (P1, P2, P3) est une famille libre de R2[X]. Enfin, card(P1, P2, P3) = 3 =

dim(R2[X]) < +∞. On en déduit que

la famille P = (P1, P2, P3) est une base du R-espace vectoriel R2[X].

21. P1 =
15

8
− X +

1

8
X2, P2 = −

5

4
+

3

2
X −

1

4
X2 et P3 =

3

8
−

1

2
X +

1

8
X2. Donc la matrice de passage de la base B à la base

P est

MatB(P) =




15

8
−

5

4

3

8

−1
3

2
−

1

2
1

8
−

1

4

1

8




.

22. La matrice A est la matrice d’une base dans une autre (ou encore A est une matrice de passage) et donc la matrice
A est inversible. A−1 est la matrice de passage de la base P à la base B. Or

CORRECTION



http ://www.maths-france.fr 2 c© Jean-Louis Rouget, 2007. Tous droits réservés.






P1 =
15

8
− X +

1

8
X2

P2 = −
5

4
+

3

2
X −

1

4
X2

P3 =
3

8
−

1

2
X +

1

8
X2

⇔






X2 = −3 + 4X + 8P3

P1 =
15

8
− X +

1

8
(−3 + 4X + 8P3)

P2 = −
5

4
+

3

2
X −

1

4
(−3 + 4X + 8P3)

⇔






X2 = −3 + 4X + 8P3

P1 =
3

2
−

1

2
X + P3

P2 = −
1

2
+

1

2
X − 2P3

⇔






X2 = −3 + 4X + 8P3

X = 1 + 2P2 + 4P3

P1 =
3

2
−

1

2
(1 + 2P2 + 4P3) + P3

⇔






X2 = −3 + 4X + 8P3

X = 1 + 2P2 + 4P3

P1 = 1 − P2 − P3

⇔






1 = P1 + P2 + P3

X = (P1 + P2 + P3) + 2P2 + 4P3

X2 = −3 + 4X + 8P3

⇔






1 = P1 + P2 + P3

X = P1 + 3P2 + 5P3

X2 = −3(P1 + P2 + P3) + 4(P1 + 3P2 + 5P3) + 8P3

⇔






1 = P1 + P2 + P3

X = P1 + 3P2 + 5P3

X2 = P1 + 5P2 + 25P3

Mais alors

MatP(B) =




1 1 1

1 3 9

1 5 25



.

23. Soient (P1, P2) ∈ R[X]2 et (λ1, λ2) ∈ R2. La division euclidienne de P1 par P0 s’écrit P1 = Q1P0 + P̂1 où Q1 ∈ R[X]

et deg(P̂1) < deg(P0) = 3 et la division euclidienne de P2 par P0 s’écrit P2 = Q2P0 + P̂2 où Q2 ∈ R[X] et deg(P̂2) <

deg(P0) = 3. Mais alors

λ1P1 + λ2P2 = λ1(Q1P0 + P̂1) + λ2(Q2P0 + P̂2) = (λ1Q1 + λ2Q2)P0 + (λ1P̂1 + λ2P̂2).

Comme deg(λ1P̂1 + λ2P̂2) ≤ Max{deg(P̂1), deg(P̂2)} < 3 = deg(P0), le reste de la division euclidienne de λ1P1 + λ2P2 par

P0 est λ1P̂1 + λ2P̂2 ou encore

f(λ1P1 + λ2P2) = ̂λ1P1 + λ2P2 = λ1P̂1 + λ2P̂2 = λ1f(P1) + λ2f(P2).

On a montré que

f est linéaire.

24. ∀P ∈ R[X], P̂ ∈ R2[X] et donc Im(f) ⊂ R2[X]. Réciproquement, soit Q ∈ R2[X]. Puisque deg(Q) < 3 = deg(P0), la
division euclidienne de Q par P0 s’écrit

Q = 0 × P0 + Q,

et en particulier Q = Q̂ ∈ Im(f). Ceci montre que R2[X] ⊂ Im(f) et finalement que

Im(f) = R2[X].

25. Soit P ∈ R[X]. f(P) = 0 ⇔ P̂ = 0 ⇔ P est divisible par P0.

Ker(f) = {multiples de P0} = {QP0, Q ∈ R[X]} = P0R[X].

26. On a vu à la question 24 que si Q ∈ R2[X] = Im(f) alors f(Q) = Q. Par suite, pour tout polynôme P, f2(P) = f(f(P)) =

f(P) (le polynôme Q = f(P) étant dans Im(f)). Donc

f2 = f
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On sait alors que f est la projection sur son image parallèlement à son noyau (qui sont supplémentaires dans ce cas) ou
encore

f est la projection sur R2[X] parallèlement à P0R[X].

27. Soit P ∈ R[X]. P̂ est un élément de R2[X] et puisque P est une base de R2[X] il existe trois réels λ1, λ2 et λ3 tels que

P̂ = λ1P1 + λ2P2 + λ3P3.

En évaluant en 1, on obtient λ1 = P̂(1) d’après la question 19. De même en évaluant en 3 et 5, on obtient λ2 = P̂(3) et

λ3 = P̂(5). Maintenant la division euclidienne de P par P0 = (X − 1)(X − 3)(X − 5) s’écrit

P = Q(X − 1)(X − 3)(X − 5) + P̂,

où Q est un certain polynôme. En évaluant de nouveau en 1, on obtient P̂(1) = P(1) et de même P̂(3) = P(3) et P̂(5) = P(5).
Finalement

∀P ∈ R[X], P̂ = P(1)P1 + P(3)P2 + P(5)P3.

28. En particulier, 1 = 1̂ = 1× P1 + 1× P2 + 1× P3 = P1 + P2 + P3 puis X = 1× P1 + 3× P2 + 5× P3 = P1 + 3P2 + 5P3 et
X2 = 12 × P1 + 32 × P2 + 52 × P3 = P1 + 9P2 + 25P3. On retrouve ainsi les résultats de la question 22.

II. Calcul matriciel

29.

(M − I)(M − 3I)(M − 5I) =




2 2 0

2 2 0

0 0 2








0 2 0

2 0 0

0 0 0








−2 2 0

2 −2 0

0 0 −2





=




4 4 0

4 4 0

0 0 0








−2 2 0

2 −2 0

0 0 −2



 =




0 0 0

0 0 0

0 0 0





D’autre part, il y a encore 5 produits autres que le produit (M − I)(M − 3I)(M − 5I) se déduisant de ce produit par
permutations des facteurs. Mais (aM + bI)(cM + dI) = acM2 + (ad + bc)M + bdI = (cM + dI)(aM + bI). Par suite les
trois facteurs commutent deux à deux et donc

(M − I)(M − 3I)(M − 5I) = (M − I)(M − 5I)(M − 3I) = (M − 3I)(M − I)(M − 5I) = (M − 3I)(M − 5I)(M − I)

= (M − 5I)(M − I)(M − 3I) = (M − 5I)(M − 3I)(M − I) = 0.

30. E = Vect(I, M, M2) et donc

E est un sous-espace vectoriel de M3(R).

31. La famille (I, M, M2) est une famille génératrice de E et donc dim(E) ≤ 3. Montrons que cette famille est libre. Tout
d’abord

M2 =




3 2 0

2 3 0

0 0 3








3 2 0

2 3 0

0 0 3



 =




13 12 0

12 13 0

0 0 9



.
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Soit alors (a, b, c) ∈ R3.

aI + bM + cM2 = 0 ⇒ a




1 0 0

0 1 0

0 0 1



 + b




3 2 0

2 3 0

0 0 3



 + c




13 12 0

12 13 0

0 0 9



 =




0 0 0

0 0 0

0 0 0





⇒






2b + 12c = 0

a + 3b + 9c = 0

a + 3b + 13c = 0

⇒






4c = 0 (L3 − L2)

2b + 12c = 0

a + 3b + 9c = 0

a + 3b + 13c = 0

⇒






c = 0

2b = 0

a + 3b = 0

a + 3b = 0

⇒ a = b = c = 0.

Ainsi, la famille (I, M, M2) est libre et donc est une base de E. En particulier

dim(E) = 3.

32. Montrons que Φ est linéaire. Soient (a1, b1, c1, a2, b2, c2) ∈ R6, (λ1, λ2) ∈ R2 puis P1 = a1 + b1X + c1X2 et
P2 = a2 + b2X + c2X2.

Φ(λ1P1 + λ2P2) = (λ1a1 + λ2a2)I + (λ1b1 + λ2b2)M + (λ1c1 + λ2c2)M2

= λ1(a1I + b1M + c1M2) + λ2(a2I + b2M + c2M2) = λ1Φ(P1) + λ2Φ(P2).

Ainsi l’application Φ est une application linéaire de R2[X] vers E. De plus, l’image par Φ de la base (1, X, X2) de R2[X]

est la base (I, M, M2) de E et donc

Φ est un isomorphisme de R2[X] sur E.

33. On a vu à la question 28. que

1 = P1 + P2 + P3

X = P1 + 3P2 + 5P3

X2 = P1 + 9P2 + 25P3

,

et le résultat de la question précédente permet alors d’écrire

I = Φ(1) = Φ(P1 + P2 + P3) = Φ(P1) + Φ(P2) + Φ(P3) = B1 + B2 + B3

M = Φ(X) = Φ(P1 + 3P2 + 5P3) = Φ(P1) + 3Φ(P2) + 5Φ(P3) = B1 + 3B2 + 5B3

M2 = Φ(X2) = Φ(P1 + 9P2 + 25P3) = Φ(P1) + 9Φ(P2) + 25Φ(P3) = B1 + 9B2 + 25B3

.

I = B1 + B2 + B3

M = B1 + 3B2 + 5B3

M2 = B1 + 9B2 + 25B3

.

34. On a B1 =
1

8
(M − 3I)(M − 5I). La première égalité de la question 29 fournit alors (M − I)B1 = 0. En multipliant les

deux membres de cette égalité par M − 3I ou M − 5I et en tenant compte du fait que les différents facteurs commutent
deux à deux, on obtient B2B1 = B3B1 = 0. Ob obtient de même B2B1 = B2B3 = B3B1 = B3B2 = 0.

∀(i, j) ∈ {1, 2, 3}2, (i 6= j ⇒ BiBj = 0).

FIN












