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PREMIERE EPREUVE DE MATHEMATIQUES

]

— Dans tout le sujet, n est un entier naturel fixé non nul.

— Dans tout le sujet, (2, P(€2),P) est un espace probabilisé fini.

— On note L°(Q2) le R-espace vectoriel des variables aléatoires réelles definies sur
Q. On notera que si X € L), X () est une partie finie de R. On confondra
systématiquement variable aléatoire nulle et variable aléatoire presque stirement

nulle.

— Si X € L), on note E(X) son espérance.

— Une variable aléatoire X € L°(2) suit une loi de Rademacher si :

X(Q) ={-1,1}

Inégalité de Holder

et P(X=1)=P(X=-1)=-.

1 1
Soient p, ¢ €]1, +00] tels que — + — = 1. Soient X,Y € L) que 'on suppose toutes
P q

les deux positives.

1 > Montrer que

Ve,ye Ry, zy<—+ =—.
p

q

2 > En déduire I'inégalité suivante (inégalité de Holder) :

E(XY) < (E(X")"" (B ()"

On pourra commencer par traiter le cas ou E(X?) = E(Y?) = 1.
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Une inégalité de déviation

Soit (Xi)ie[u n] une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes une loi
de Rademacher.

3 > On admet que :

e o f Lo J'ai ajouté ¢a pour

reR, ch(z) = . -
=N . rendre la question faisable
+oo n . ’,

voeR, e =Y 5 pour les premiéres années
n=0

Montrer que
2
Vt€R, ch(t) <e'/?.

4 > Montrer que : pour tout ¢t > 0, pour tout (ci,...,¢,) € R",
n t2 n
E <exp (thﬁQ)) < exp (2 Zcf) .
i—1 i—1

5 > En déduire que : pour tout ¢ > 0, pour tout > 0 et pour tout (cq,...,c,) € R",

n 2 n 2
> kX, ) > em> <2e "exp (m 25_1 C’) .
=1

P (oo (3

On pourra utiliser l'inégalité de Markov.

6 > Montrer que : pour tout ¢t > 0 et pour tout (ci,...,c,) € R" non nul,

n tQ
P X >t) <2 - .
(5] 1) =20 (-5gra)

Inégalités de Khintchine

Soit p € [1, +00[. Soit (X;) ie[1,, Une suite de variables aléatoires indépendantes suivant
toutes une loi de Rademacher. Soit (¢q,...,¢,) € R™.

7 > Soit X une variable aléatoire réelle positive et finie. Soit F'x la fonction définie

pour tout ¢t > 0, par
Fx(t)=P (X >1).

+o0o
Montrer que 'intégrale / tP~1Fx (t) dt converge, puis que
0

+oo
E(X?) =p / =1 Fy (t) dt.
0
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n “+00
8 > On suppose dans cette question que Z ¢ = 1. Montrer que I'intégrale / e~ t*/2q¢
i=1 0
converge, puis que

n 4 e’ 5
E ((Z ciXZ») ) < 8/+ the™/24dt.
i=1 0
n 2 n
=1 =1

Dans les questions numérotées de 10 > a 11 >, on suppose 1 < p < 2.

9 > Montrer que

1 6 1-90
10 > Justifier qu’il existe 6 € ]0, 1] tel que 5=, + 0
p

11 > Montrer que

() = =(2

n
Z i X
i=1

n

ZCin‘

=1

4) (1-6)/2

p\ 20/p
) e

Fin
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Inégalité de Holder

1 1

Soient p, g €]1, +o0] tels que — + = = 1. Soient X,Y € L%(Q) que l'on suppose toutes
P q

les deux positives.

1 > Montrer que

Vz,y € Ry, wyﬁ%—l—%q.
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1 1

Soient p, g €]1, +o0[ tels que — + = = 1. Soient X,Y € L°(Q) que 'on suppose toutes
P q

les deux positives.

1 > Montrer que

q
Vr,y € Ry, $y<7+3/7
p q

2 > En déduire I'inégalité suivante (inégalité de Holder) :
E(XY) < (E(X?)"" (E(Y9)"".

On pourra commencer par traiter le cas ou E(X?) =E (YY) = 1.

Si K )<f 5/7/7) 4

4 /a/»?ué A moutres Qe Exy)éi.

bl o X 7

@ﬁf./'] , / F 7 |
f

eley) e (2L

-5

f q q ,fl'vu/él’r’{r/e/ 0’()
_ ] +$Eé>j\{ [spanance
Moy >,
_ Lz
P9
-1

Rt |Elxy) < 1
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S X o >/ e /@nc/[m?mfj

Mg Gt E(XY) < (E (X?)"? (E (Y9))"1
Sy E(x) o0 e E(YY) o

7 (x” ¢ /Dhu“?m A;V/m{”_]_) ou <\/ ch s G Ajﬁht‘m(v\_}')

9
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o Ao n [Node A nu et
ﬂﬂw(xzo wy,) (@/}Aﬁ% j,/\hmchr )

= XY -o

> E(XY) =0

@/ek E(XY) < (E(XP)"? (E (Y?))"4

S4 E[xf’)%o y E(Yﬁl) Jo
mmﬂ :
1 1 X >/
E(XY) < (B(X?)"?(E(Y)/ & E . {1

ES
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Une inégalité de déviation

Soit (Xi);cq1,,) une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes une loi
de Rademacher.

3 > On admet que :

- f o J'ai ajouté ¢a pour
Vr e R, ch(z) = o : -
= rendre la question faisable
too n . ,
VzER, =3 = pour les premiéres années

Montrer que .
Vt e R, ch(t) <e/2.

Swt CeR. Ne
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Set altry e . DOwe

2
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Soit (Xi)ieﬂl.n
de Rademacher.

] une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes une loi

3> On admet que : S 3

G i +Zoc 2n J'ai ajoute ¢a pour

x , chlx) = - .
=t L rendre la question faisable

VeeR, et =Y T pour les premiéres années

Montrer que .
Vte R, ch(t) <e'/2.

4 > Montrer que : pour tout ¢t > 0, pour tout (cy,...,c,) € R",

E (exp (t;ciXi)) < exp (g Z;c?) :
L( EZCX> (ex (m !:6;7&“)
7 ) = LT

n e X,
- L 7/ e
n=l +Ci X:

A

Cav 19 € s

“/‘C-:x%) M/fndanlcs R ’?/"e
ZC- ( ](sTX; A AW‘

E((;Lc_;)(,;) 7 X4 (€2) - )1-71 4}

A 1) _ 1
P(x, -1) -PiX;- U

\{
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— 2
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Soit (Xi)ieﬂl.n]] une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes une loi {
de Rademacher.

3 > On admet que : e ,
o0 o Jai ajoute ¢a pour

=)' rendre la question faisable
vz € R, ew:z; pour les premieres années

Montrer que
2
VteR, ch(t) <e'/2.

4 > Montrer que : pour tout ¢ > 0, pour tout (¢y,...,¢,) € R,

n t2 2
E (exp (t ZciXi)) < exp (2 Zc?) .
i=1 i=1

5 > En déduire que : pour tout ¢ > 0, pour tout z > 0 et pour tout (¢,...,c,) € R",

(exp( ch ) >et‘") < 2e ™exp (x Z; 1 "”)‘

On pourra utiliser l"inégalité de Markov.

Ragpel + L el dy Mackoy

Sy o ayo ma PLyy6) L EEW)
Stk £50 %50, [y C)¢R".
/7. e P (exp (a; Z:;cx) >e“) < 2e " exp (I L )
(Dva;

(éﬂf(’xléc4>(;,)>e+u): (exf( )>6 )I__l(exf:( A X, )>6’L"
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4 > Montrer que : pour tout ¢ > 0, pour tout (cy,...,¢c,) € R™,

n t2 n
E (exp (tZCiXi)) < exp (5 Z cf) )
i=1 i=1

5 > En déduire que : pour tout t > 0, pour tout z > 0 et pour tout (cy,...,¢,) € R",

2 n 2
(exp ( ZCI ) "’") < 2e %exp (IEZ;IC*) .

On pourra utiliser l'inégalité de Markov.

6 > Montrer que : pour tout ¢ > 0 et pour tout (cy,...,c,) € R™ non nul,
n t2
P >t) <2exp|——5].
( i=1 ) B P ( 20 C?)

ZC@Xi
Stk £t 0 o (Cay v0) €PN
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Inégalités de Khintchine

Soit p € [1, 4+o00[. Soit (Xi)jeq1,ny une suite de variables aléatoires indépendantes suivant
toutes une loi de Rademacher. Soit (¢q,...,¢,) € R™

7 > Soit X une variable aléatoire réelle positive et finie. Soit F'y la fonction définie
pour tout ¢ > 0, par
Fx(t)=P(X >1).

+00
Montrer que l'intégrale / T (t) dt converge, puis que
0

+00
E(X?) =p ] P71y (¢) dt.
0

7))
+%0 )
Modens “7'/“ f t Fxﬂé)d% @W@Q(?e |
XL) 24y, o A % 0 Ky £ e S herem' ¥

E(/@:P[x>t) o k&7 0.

£l AV S . .
X [4 Fa 7N A
O ’71 71 Qo Q ’7(

1 2 n-4q ’)"h

Si 04t Ly, K -Plxyt) =P(0) -1
o]
S 1, Lk L, BB = Plxys) = P (X% 21g)
/7:(7(7714')
Sit Ly, KW P(Lizﬁ — P(xy 7, )
4.__.(;(772\4)
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Inégalités de Khintchine

Soit p € [1, +o0[. Soit (X;) ic[1,n] UNE SUiteE de variables aléatoires indépendantes suivant
toutes une loi de Rademacher. Soit (¢q,...,¢,) € R™

7 > Soit X une variable aléatoire réelle positive et finie. Soit Fy la fonction définie

pour tout ¢ > 0, par
Fx(t)=P(X >1).

+0o0
Montrer que I'intégrale / '~ Fy () dt converge, puis que
0

+oo )
E(X?) = p /O =1 By (£) dt.

;) ,;,L) M ot g E(KF) _ ]o f?’*i Fxﬂc\ It

(O K(ﬂ)={7¢|““17‘«41]
[’:‘_(XF) = 2’7{ P(X:’X@_) (d{ t,,g& %@fmuk Ju 7”74‘4&?/5/7[>
-1

7@0 . AIWS% e medes Qe
1o n
r [ F ey ot - %q[ P(x=)
=1

O

(On a
foo =
H L k) o :}oljmcﬂ

O

_ZVI
—’-/Df ,ﬂE)QH
0
i % A
::f L%Aé)o/l +/ Jh)d + oo JJ {#)alt
9] ?lﬁ. (mn-i
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n-41
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n 400
8 > On suppose dans cette question que Z c? = 1. Montrer que 'intégrale f et /2q¢

i=1 0

converge, puls que

8) %) Moy Gt f+bo£3€% ot
2/4& jona,(w Lp_\/. {;3 e—% A Gidive day [O[ﬁ-%[:.
/‘th f%efg S O(é) 7—% Cogm im (< Wﬂ
t 5 400
(Jr f i—&d# Gader e (?itmm -. 0{:271)
"L,
@/@% f T Gl buwlei
4
=p 1 7Lz
@&/ Late f IEBQJE t C‘M\f‘fgxt~

Pr. ELAMIRI www.iamateacher.org



n L +o0o _¢2/9
8 > On suppose dans cette question que Z ¢ = 1. Montrer que 'intégrale /0 t3e ' /2d¢
i=1
converge, puis que

E ((i1 cz-Xi)4) <8 /0 T peti2gy,
; = fé
g) ,i,() n//%mflfm ?M‘ E( (ZQ«' X;Y) \< § : IL_ e »olnL

=<1

/\/O%m e, X -

M
Z X - Onan
az1

Z.W'Q& ;Lr _ £( L’)
(& x)) - I dlapres :f))
:‘f{i /i/é)dvﬁ (c&/ Ao

7> Soig y
Pouy: tln”: ariapl, |
=0 al Oirp ..
" par elle
Moy, 1o ‘ OSitive ° fing,
T Gue I‘int(;gl'g](,/i‘x & (#) S e, Spip Fr gy ey
. -1, =) Oliet; o
% F/Vl A I i~ rz"" (%) dy COlyg . o defiyz,
—
N} F_,'( X, ) tp/** Se, Pujy que
4 “r(t)q
W
_ P 2 C; X, > t
— : “
A=)
laws, 6°)
2 4x P A
3¢
= pour tout ¢ > 0 et pour tout (¢, ...,¢,) € R™ non nul,
n 2
& P ([Sex|> 1) <2em (5 g)
2

= W”>/0' FX[{:) £24 (Ccf %Cf,i}
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9 > Montrer que

()] Zmnns)

Lvign
— Z C"“C"b E(Xq X,OB (21-14&&}114; e jtﬁfﬂ%m&)
12 &
= 7 Gy E(X) +ZC Hx)
v #9

V&ﬂ'/ E(X,\-)(é) ;(;()(q.\ E(Xm') Car Ky ot X, At JV‘;O,{;M)&M:)'Q.

=0
Cot B(K) o 4.PlKi=1) £C1) PXi=-0) =«
N~ )
Y, 72

¥ ! E(X«‘L) = /IZP(X /4) (1) P(X = :L CFNMUI de %hnmdﬂf%
v\/\/
72 7
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Dans les questions numérotées de 10 > a 11 >, on suppose 1 < p < 2.

10 > Justifier qu’il existe 6 € |0, 1] tel quelzg+ 1-9
2 p 4

Sek ’/\4/5(,2,
%Mﬁlﬁ /?Mt" 39‘€]O|ﬁ[’ ;';t——;_@+’l_-@

i 4
/O -

-4
A0elol, £- 2 1-9 o J9eTonf, fjwﬁbm )
P Lf bp

& 960l 4p = So +2p(1-6)
&> 396]0,4[,”/9:9@ p Ap9
& 39€donL 2p < o(9-2p)

&> 39€3014£| G :‘2’[3—

Q,%f
&> 3963014£, S ::L
-
¢>a,#, e JoL
o
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Dans les questions numérotées de 10 > a 11 >, on suppose 1 < p < 2.

1 6 1-46
10 > Justifier qu'il existe € € |0, 1] tel que 5= = —

4

11 > Montrer que

#((Eex)) =

M%Jhm nﬁw .
LG

(gl ez

Q@ .0/9*1% Qvllw f/ztmt/ﬂallh/ d( HO}O}Q\/‘ - 9,4<J«},§M ”ZD> .

(ea: £.8 10

n

Z C,;Xz'

p=il

n

Z Cin'

=1

p\ 20/p 1\ (1-9)/2

1_ &
Lr) 2

!
ZC{X\'
a=1

¢ 1o
P
L G 1_¢
= 1= T T
1 1
= =

474/&{1 Q”lf»,{(% //(.ntf?a{ﬁ[( 0’( /’}Sldv,pzoj jona
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