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Partie |

VPeR, [X], deg(X?— 1P <n+ 2etdoncdegl (P))<n d'ol ¢(P)cR, [X]. Ainsi
¢:R [X]— R, [X]. Lalinéarité def ne posant aucun probléme majeur, on conglatC(R  [X]).

Vke{0L,... n} o (X" )= X2~ X" Y = @+ 2+ DY —k f— K" 2.

1x2 0 —1Ix2 0
2x3 0 -
Par suiteMat, (¢) = 3x4 . —nm-1)
0
0 (n+D(n+2)

()= (ii) Si I'équation o(P) = A\.P posséde un polyndme unitaire solution, celui-tE&sment de
ker(p—AJI) et doncker(p—\I)={0}.

(ii) = (i) Si ker(p—AI)={0} alorsp—\.I n'est pas un automorphisme et datet(c — A/ )= 0.

(iii) = (i) Si det(e— I )= 0 alorsp— \.I n’est pas un automorphisme, il n’est donc pa<iiijet par
suite ker(p— A1 )= {0} Soit P e ker(p— ) non nul. En divisantP par son coefficient dominant, on
obtient un polyndme unitaire solution de I'équatip(P) = \P .

Existence det(p— ¢+ )¢+ 2Y )= C (déterminant triangulaire avec un zéro sur la aliadge).

En vertu de 2.a, I'équatiop(P) = (k+1)(k + 2)P possede un polyndme unitaire solution.

Degré : Notonsp le degré d'un polyndme unitaire solution de I'étipm o (P) = (k +1)(k + 2)P .

Le coefficient dominant de(P) étant(p +1)(p + 2) et celui de(k +1)(k + 2)P étant(k +21)(k+ 2), on
a(p+Y(p+2)=¢+DE+ 2) ce quidonngp—k)(p+k+3)=0dou p=£k

Unicité : Soit P et () deux solutions du probléeme pogé.et () sont tous deux unitaires de degdré
donc P — (@ est de degré strictement inférieuk aDe plusP — (@ est solution de I'équation proposée.

Si P—@ =0 alors on parvient a construire une solution uretde I'équation étudiée, solution qui est de
degré strictement inférieur /a. C'est exclu et don® =@ .

La famille (F,,...,P,) est une famille de polynémes de degrés étagés.

Pourk =0, P, est unitaire de degré donc 7, =1.
Pour k=1, on chercheP, unitaire de degré 1 tel quéX*—1)P)”" =6P. P,= X convient.
P =X"+aX"'+3X"?+Q avecdeg) < k— 2.
(X*=DBY = (X7 +aX 4 B-1)X* + QY
=(k+2)k+DX" +aktE+DB— 1k ¢— K" ?+Q”
avecdeg( < k . En identifiant avedk +1)(k + 2)P, on obtientak(k +1)=a(k +1)(k+ 2) donca=0
k(k-1)

et (B—Dk(k—1D=pE+ DE+ 2) ce qui donnes =— T

Partiell

YIEXE—R.Soit\,u€R,f,g,h€E,onap\f+ug,h)= (f,h)+pb(g,h), ¥(g,f)=1(g.f),
W(f,f)= j:llf(t)z(l—tz)dt > 0 car intégrale d’une fonction positive.

Supposons)(f, f) = j:llf(t)z(l—tz)dt = 0. Puisquet — (f(t))*(L—t?) est continue et positive sur
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(11, onavte[-11,(f¢)f @—t*)= 0dou Vte|]-11,f ¢)= O puis, puisqug est continue,
vte[-11.f¢)=Oie. f=0. Finalementy estun produit scalaire.

(XP1Q)= [ tPOQWA- )it et (P1XQ)= [ P(}Q)A-¢*)it donc(XP|Q)=(P|XQ).

A l'aide de deux ipp :

GN19)= [ (@ ~Df@)'9)a- 2 i
=@ -0f @Y s@)a—7) + [ 11 (@°—Df €)) ¢ @)a’— DYdz
=[@*-Df@eE@a-2")] + [ 11 1-2*)f @) @)a’— Dfde= (f b ¢))

@) F)=CE+DE+2E |F, ) et (o(R) | F)= (B loE )= E+DC+ 2E, IF,)

Puisquek = ¢ on a(k+1)(k+ 2)= ((+ 1)¢ + 2) et donc(P, | P,)= 0.

Sideg@) <k alors (via l.2.c)Q peut s’écrire comme combinaison linéaire des pilyes F,,....P, , et

puisque chacun est orthogonaPg @ I'est aussi.

P, et XP, , sont unitaires et de degkédoncdeg, — XP, , )<k—1

Pourle{0,...k— 3, (P,—XP_,|P)= (B, |P,)— (P_,|XF,)

Or (P |P)=0cark=/{ et(P_,|XP,)=0 cardegXP, )=0(+ I<k— 1

donc (P, — XP, ;| P,)=0

Puisquedeg(P, — XP, , )<k — 1, on peut (via |.2c) écrire P, — XP, , = APy + ...+ \._,P._, -

Pour tout/ € {0,...ks— 3 : (B, —XP_,|P,)=A\,(P,|F,)=0donc) =0

Par suite, il restéP, — XP,_, =\,_,P._,+\_.F, .

En identifiant les coefficients d&"* et X*? dans le deux expressions on obtient respectivement

0=) et tED  E=DE=2)_ o o k-DEHD
' 4k + 2 &— 2 ' ' (2k—1)(2%+ 1)
3 , 1 8 , 3

P =1P=X,P,=XP——P=X>-= P =XP,——P=X"-2X.
0 1 2 1 15 0 5 3 2 35 1 7

P.=X"+Q avecdegQ <k donc (P, |P,)= (P, |X") car (P, |Q)=0.
(P(P) X 2)=(+ D)+ 2)F, |X7?) et
(PP X2)=(F, | (X"?)) aveco(X"?) = (L+3)((+4)X "2 — ((+ 2)( + 1X*

On parvient &P, |X“2):%(ﬂ |7,)

ﬂ o (k=DE+D)
P |P)=(P |X")= (XP_, |X* —l—(— X
(B AR = |X")=XF_, |X") (2k71)(2k+1)®’2| i)
or (XP_,|X")=(P_, |X"") et par le résultat précédent

kD) b ~1) ke +)
(B |P)= 2(2k+3)(‘Pk—l 1Pa)+ 2Z-1D2+ Y

(B, |P,._,) (sauf erreur...)



