Définitions et notations : Dams feuk ce No%me, E esk um K - ev de dimemaion n > 1.
Lapplication identits de E sena motse Id, lemsemble des emdomorphismes de E est mots
L(E).
M,,(IK)d&iﬂmﬂ'wmmmmdﬁhﬂeu.£abmmd'mm
A e M,(K), esk lo ssmme des m%taanb: d.naﬂrymua: de AOn la mote Tr(A).
@mtoutmdmmpkinmfdgE,mmotenafo=1d.el1mmtoutk€N. = e =
Fo.px. On motena aussi Ker(f) Le noyau de f, Im(f) Qmaﬁe de f.
%nmweF&EebtditAtaWemfbiwhoutreE.maf(x)eF.
Partie I : Préliminaire

1. Bt A, B e M.(K).

() ‘ljmgm que Tr(AB) = Tr(BA).

(B) Deduine que ai A ek B sont semblalles dams M, (K), alons Tr(4) = Tr(B).
c»ﬂwa&u?;mfmbufmmfﬂimfde&&bmcedlmmbuhe
T¥(f) =Tr(A).

9. Soient f.g € L(E), hepqugmtw,daeﬁi’. cM@LqueQéaapﬂé f+ag=
g lofog esk umr\mmﬁvge (Ofn pmmuh&wl Qabmce)
3. %it ue L(E) ek keN.

(a) cﬁéfu%len que Ker(v*) C Ker(u**).

(Q) JOombnen que ai Ker(u*) = Ker(uf*!) alors Ker(u*) = Ker(u**?) Teun bouk pe N.

(c) Deduine que ai Ker(ut*') # Ker(u**?) alons Ker(u*) # Ker(u**!).

(d) Joombnen Que Al Ker(u*) # Ker(u**") alorws dim(Ker(u**)) > k + 1.

(e) Déduire que Ker(u") = Ker(u™*!) ek que E = Ker(u") & Im(u").
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Dans la suite du probléme, on dit qu'un couple (u. v) d’endomorphismes de E vérifie la
propriété (P) si: uov—vou=u.
Partie II : Etude d’un exemple

g)mwceﬂiefanhe E =R3 ek B, = (e, €3, ¢€3) Qaﬂuemmmquede E, ek u demtmpﬂmm
deEduntQawmbucemmuq;WntMAoaéeul

-1 =1 =1
A=| 0 -1 -l
1 2 2
1. Datermimer. (em juskiiant) le namg de u et wne base de chacum des sous espaces

fmlu) ok Ker(d):

9. Calewlen A* poun tout embien k € N*.

3. Moombren que B = (e, u(ey), u(ey)) esk wme basre de E. Dommen o matnice de u dams
cette base.

b. ik v um endomonphisme de E.

(a) JuAb.Ge)\ Uexciatemce de brois néels g, @y, ay Lells que v(ey) = agey + ayuley) + asu®(ey).
(B) doombren que le couple (u,v) vérlie la propriété (P) si, et seulement s, la

malnice de v dams B eak :
i 0 0

a, ag—1 0
& o ag—3
(c) Soit vy Lemdomonphiame dont la mabnice dams B eak D = diag(0,~1,~2).
Cﬁm%umqueﬂemx.rﬂe(u tn)ueru%teﬂa.,f\no‘l\mzte (P).
(d) doomtren que (u. v) vérifle o propnicté (P) ai, et seulement ai, v—vy € Veet(Id,u.u?).
Partie III : Cas général
Notons C, ={ve L(E) |/ uov=vou} et P,={veL(E) / (u.v)w:vugae la preicte(P)}.
On Aupose désorvmain que P, esk mom wide.
1.%& veP..
(o) dOombren que u mest pas bijecti et que sa bnace eak mulle.
(ﬂ) Josmbren que poun tout embien makunel k, om a : utov —vout = kut
Om admek que u" =0 ek om auppose dams touke lo. auike que dim(Ker(u)) =
2. Moomtren que poun tout k € {0, .} dim(Ker(u*)) = k.
(andimhom . Temaen & la nestnickion de u aun Im(u¥))
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3. }mhg;m [ existemce d'um vecteun e ¢ Ker(u" '), ek montnen que B, = (e, u(e), -, u"(e))
eat une Base de E. Donmen la mabnice de u dams B,
A,Eﬁtwmendmomf\nimdeEdmtpnmabucednantutdaPagvmeD=

dfﬂg(“m it -ﬂu—l)-

%mmwndiﬂmq\éw&mmgetmn%immtewquewepu.

f?oitwom&idabandymy\{mpdﬂmmddmubmﬂahgﬁﬂacmﬁhmnuzﬂ.

5. On muru[memmmtemamtque weCQC,.
(a) cUéru.Bwn que I'm(w) ek Ker(w) sonk skables T u.
(Il) Moombren que w € Cyu, poun tout k€ N.

(c) gamb\ﬂtm quLQ exiske n acalaines ag, - ,an_, kels que w(e) =“Z-]a;.u"(e).

(d) En déduine que C. = Vect(Id,u,-+- ,u"").
(e)ﬂ)éaﬁnzﬂeoéﬂéﬂnmhbdepumgwoﬁyndgwuetdméﬂémmhdecu.
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