1b

2.b

2.Cc

3.a

3.b

3.c

Correction

u" est un endomorphisme dg et on sait qu’'image et noyau d’'un endomorphisnm des sous-espaces

vectoriels.

n+1

VieF ,=Imu"™, 37 € E tel queyj = u""*(Z) doncy =u"(u(Z)) €lmu" =F, . Ainsi F,,,CF,.

Vi€ G, =keru", on au"(%) = u(u" (7)) = u(d) =3 doncz € keru'™* =G, ,,. Ainsi G, CG, ;.

FCE.PourtoutneN, ¢ € F, car F, estun sous-espace vectoriel e donco € F.

Soit \,peR etz jje F.PourtoutneN, Z,j € F,, or F, estun sous-espace vectoriel Bedonc
M+ pyj € F, etdoncAZ +uj € F .

GCE.o6€eG, cari(d)=0 donco G .

Soit \,pueR etZ jeG.llexisten,meN telqueZeG, etyjeq,.

Posonsp = max(x ,m ). On aG,,G, CG, doncZ,j €G, .

Or G, est un sous-espace vectoriel Bedont A7 + uij € G, puis A7 +uyj € G .

SoitZ € F. Pour toutn € N, onaz € F, doncu(Z) € F,,,. Ainsi Vn e N*, u(Z) € F,.

n+l*

De plusF, = Imu° = Imld = E , doncu(Z) € F, . Ainsi u(Z) € F, pour toutn € N et doncu(Z) € F' .
Soit Z € G. llexisten € N tel queZ € G, c'est a dire tel que." (Z) =0 .

Sin>0, alorsu" *(u(Z)) =3 doncu(Z) € G, , puis u(Z) € G .

Sin=0,alorsu’(Z) =0 doncz =0 caru’=Id. Mais alorsu(z) =¢ et doncu(z) €G .

Siu est un automorphisme dé alors pour tout, € N, «" 'est aussi.
OnadoncF, = E caru" surjectif etG, ={d} caru” injectif. Au final F=FE et G ={d}.

Par récurrence sgre N .

Pourp =0 : ok

Supposons la propriété établie au rang 0.

La suite (F,) est décroissante dorf¢, ., CF, .

SoityjeF, ,

A7 € E tel quey =u"""(Z) .

Oru"(¥)e F,=F,,, donc3d € E tel quew" (T)=u""

§=u (W (@) = o (@) =" N@) €F,,, ... AiNSi F, CF._ ..

= F;1+1)+1' pUIS par HR*F;z = F

n+p+1*

(d) etdonc

Par double inclusionf; , ,
Récurrence établie.

L’ensembled = {n eN/F, = Fn,+1} est une partie d& , non vide (via I'nypothese du 4.) et minoree,

elle posséde donc un plus petit élément.
Puisque la suit€F,) est décroissante et stationnaire a partir du rgny donc F' = ﬂ F=F,-
neN

SoitZ € E.Onau'" (¥)€F,,.Or F =
Posons alorg/ = v (@) etZ =27 .
Clairementz =y +7 ety ek, ,=F.

De plusu'™ (2) = '™ (#) — '™ (§) =« (#) — > (@) = 6 doncZ € G

F, .., doncil existed € E tel quew' ™ () = u*“(a) .

()
Par récurrence spre N .

Pourp =0 : ok

Supposons la propriété établie au rang 0.

OnadéjaG, . cG car (G,) est croissante.

n+p n+p+1
Soit7€G, ., ... Onau""""*(¥)=0 doncu’(Z)€q,,,.
Or G,,,=G, doncu”(7) € G, etdoncu""(¥) =0 ie.7€G, . AinesG,, ., CG, .

Par double inclusio? . =G

n+p n+p+l*°

Par HR,G =G, . Récurrence établie.

n+p+1



4.b

4.c

5.a

5.b

6.a

6.b

6.c

SoitA:{neNlGn+1 :G,,} .

A est une partie d& , minorée par 0 et par 'hypothése de la questipndh vide.
Elle possede donc un plus petit élément.

La suite (G,) est croissante et stationnaire & partir du rgfg donc G = U G, =G

neN

s(u) *

SoitZ € F,,,NG. Il existe @ € E tel queZ = u"" (@) etonau'™ (Z)=3.
On a alorsu®® (@) = v (f) =6 doncd € G,,, . Or G,,,, =G, doncz =u'" (@) =35 .
Ainsi F, NG c{d}, l'autre inclusion est aussi vraie cAf, et G sont des sous-espaces vectoriels

donc F,,,NG ={3}.
On sait déjdz, C G,

n+l "

SoitZ€G,,,. Onai"*(¥)=0.
u"(Z)€F, =F,, donc3d € E tel qued" (Z) =u""(a).

u""*(¥) =35 donne alorsi"**(@)=0 doncieG,,,=G,., puisu" (@) =7 ie. v (T)=37.
Ainsi G, C G, etfinalementG, =G, ;.

On sait déja, ,, C F, .

n+l

Soitj € F, . Il existed € E tel quey = u"(a@).
i) =u""@)eF, ,=F,, doncil existeb € E tel qued" (@) =u""2(b).
On a alorsu"*(a@ —u(b ))=0 donca —u(b) €G, ., =G, douu"(d —u(E)) =0.

Ainsi j = u" @) =u"'(b) € F, ;.

FinalementF, C F, , puis F, = F,

n+l "

Les questions 5.a et 5.b permettent d’'affimaspectivement que(u) < r(u) et quer(u) <s(u). Par

suite r(u) = s(u) .

F=F F., etG=G

) vy = Gy -

Les relationsk = F+G,,, et F,,,NG = {6} donneE = F+G et FNG = {3} donc F et G sont

supplémentaires.

Pour alléger, posons=r(u) =s(u). OnaF =F etG=G,.
Soit 7 e keru,, . Onaz € F' et u(¥) =0 .

Puisquez € F=F,, il existed € E tel quez = u”(a).

i(Z) =0 donne alorsu’**(@) =6 donca € G,,.OrG _,=G, doncaeG, puis?=u"(a)=

Ainsi keru,, = {0} . Ainsi v, est injectif.

Soityje F=F,.llexisted € E tel quey = u”(a) .
OrF=F_,
Ainsi v, est surjectif. Au finaky, est un automorphisme.

donc3b € E tel queu’ (a) = u’”l(l;) et doncy = u(¥) aveci = u’ (17) EF,.

Soit 7€ G=G,. Onau’(Z)=0 donc(y,)" =0. u, estnilpotent.

—

0.



