CONCOURS MINES-PONTS 2022
CORRIGE MATHEMATIQUES II - MP

m.laamoum@gmail.com

Autour des exponentielles de matrices

On rappelle les résultats suivants :
o Soit A e My(K) et P e GL,(K).

Les applications suivantes sont continues , car elles sont linéaires en dimensions finies :

M — AM M — M.A M +— P.M.P~! M— tM

e Soit f et g deux fonctions vectorielles, dérivables, & valeurs dans un espace de dimension finie E.
Soit ¢ € L(E) et B : E x E — F bilinéaire et F' de dimension finie. Alors les fonctions ¢t — ¢(f(t)) et
t — B(f(t),g(t)) sont dérivables avec

() =o(f'(t) et (B(f(t).9(1)) = B(f'(t),9(t) + B(f(1),4'(t))-

1 Questions préliminaires
1> Soit A,B € M,(K). A et B commutent donc pour tout m dans N on a
k=0 k=0

Le passage a la limite sur m est justifié par la continuité, sur M, (K), des applications M +— A.M et

M +— M.A (elles sont linéaires en dimension finie) . Ainsion a A . e® =eB.A .

g:R — M, (K)

t et(A+B) e—tB

2> Soitt€Ronaf/(t) =Ae =el A
L’application
o : Mp(K) x M,(K) — M,(K)
(M,N) — M.N

est bilinéaire et g(t) = (e"4tB) e~B) donc g est dérivable et

/
g/(t) = gp((et(A—i-B)) ’e—tB) —|—<p(et(A+B)’ (e_tB)/)
= o((A+ B)'et(A—l-B)’ e B + so(et(A-i-B)’ _B.e'B)
— (A + B)et(A-i-B)'e—tB _ et(A+B).B‘e_tB

t(A+B)

Comme A et B commutent donc les matrices B et (A+ B) commutent par suite e et B commutent,

ce qui donne

g (t) = A.etAHB) o718 — 4 4(t)



Soit U un vecteur de K" | les fonctions vectorielles : F': t +— fa(t).U et G : t +— g(t).U sont solutions du
probléme de Cauchy
X' =AXet X(0)=U

Par unicité de la solution de ce probléme on a
fa@).U =g(t).U VteR
Ceci est vrai pour tout vecteur U donc
4(t) = g(t) soit el AtB) o=tB _ o4yt c R
g
La relation est vraie pour A = 0 et donne e'®.e ™ =1, Vt € R, on en déduit

Vit e R et(A-‘rB) — etAetB

HA+B) _ gtA

3 > On suppose : e etB vt € R. On dérive cette relation en utilisant Papplication bilinéaire

o définie dans la question précédente , on obtient
(A+ B)et(AJrB) = A.ett. e + e .B.et?
On dérive une deuxiéme foit :
(A4 B)2e!A+B) — A2 !4 e!P + A B.e'P + A.e'4.B.e'P +e4.B2 P

( si f une fonction vectorielle & valeurs dans M,(K) dérivable, alors (A.f(t)) = A.f'(t) )
Pour ¢t = 0 on obtient
(A4 B)?> = A + 2AB + B?

Or (A+ B)? = A2 + AB + BA+ B? |, ce qui prouve que A.B = B.A .

4 > Pour toute m dans N on a

s AR |4
k! !

<> -
k=0

la relation (NN7) donne , par récurrence ||AF|| < | A||" ainsi

3 B

k=0 k=0

k=0

par passage a la limite sur m , et la continuité de la norme, on obtient
HeAH < ellAll

5 > A est trigonalisable sur C, il existe P matrice inversible et 7" triangulaire telles que A = P.T.P~1,
donc
e = pel P!

De plus on a

)\1 * *
T = I * avec Sp(A) = {)‘la ) )\n}
0 An



ce qui donne

> oo *
m Tk k=0
- :
k=0 mo ok
0 >
k=0
par passage a la limite sur m on obtient
eM o x *
T
e = *
0 et

Ainsi

— eAl +--+>\n

etr(A)

2 Formule de Trotter-Kato
6 > Ona

1%l < lex (5A) | [lexp (£ B)]]

) (1) e (419

Vil = lexw (5 (A+ B))]]

oy (1474 1
3
o (1AL 151)
P 2

et

IN

IN

7 > Remarquons que

o= =t =

IA
Hagk
=~ =
N
——

(1 11AID*
k!

M-I—

k=2

+oo —2
(|t A

k=2

IN

comme 77 < (=] 1), alors
A 2 _Jt)||lA
e — I, — tA|| < (] | Al)) eI



Dans notre cas 2 2 _JIA|
1 JAI® 14 IA]%e
B AH ST

donc

Ce qui donne lorsque k — —+00

1 1 1 1 1
X, —-Y. = In+fA+O(—2) In+fB+O(—2) I,+ —(A+ B =+0(

k k k k k

8> Ona
k=1 ‘ k-1 ‘ A '

Xi (X =Y Vit = ZXIQHY/?—(ZH) — Xy
i=0 =0
= XF-yk
Ecrivons

1 1 k
(0 (ja) 0 (1)) —omtas ) =xt

la relation précédente donne

k-1

N
[k = i) < S Il il — vl
1=0
ot e 1A + 1B 1A + 1B
+ +
1] < exp (EELTIEDY Sy < exp (AL IEN
k k
donc
k—1 k—1
Al + B
H k k ;exp 7]{: H k kH
kE— DAl + || B
<km{< ”Q'””N&f“”

< kexp (A +[BID [ Xk = Yall

1
ainsi XF — Y} = O(%)donc lim X} —YF=0dou

k—+4o00

k
kEToo (exp <]1A> exp <iB>> =exp(A + B)

3 Vers les algébres de Lie
9 > SiG=SL,(R),
M e Ag & detet™ = "M — 1 vie R & tr(M) =0

Ag = ker(tr) , le noyau de la forme linéaire tr , donc c’est un hyperplan de M,,(R)
10 > Si G = 0,(R),
MeAge "(eMeM =1, VseR



d’autre part on a

I'application M +— M est linéaire en dimension fine donc elle est continue donc

m k
sMY . 8 k
() = mLHEoot<kZ_2mM )

mo ok

S
= lim 2tk
m—+o0 Z k! )
k=2
t
_ es M

donc
MeAg & eStMeSM:In Vs € R
SiMeA,(R),'M=—M et e MesM — [ Vs e R donc M € Ag et An(R) C Ag.

Sie'MesM = [ Vs € R alors la dérivé par rapport & s donne

tMeStMeSM + estMMQSMZO pour tout s € R

en particulier pour s =0, 'M + M et M € A,(R) et Ag C An(R). Ce qui montrer que Ag = A, (R).
Dans les questions 11) & 14), G est un sous-groupe fermé quelconque de GL,,(R).
11> Onal, € GdoncO0e€ Ag. Soit M € Ag et A € R, alors

Vte R, e e @

donc AM € Ag.
Soit A, B € Ag. Soit t € R, on a (exp (%A) exp (%B))k € G et G fermé donc

k
. t t
exp(t(A+ B)) = kBI—il:loo (exp <kA> exp (/{:B>> eG
et A+ Be Ag .

Donc Ag est un sous espace vectoriel de M, (R)
12 > Soient A€ Ag et B Ag. Soit se Rett € R, on a

eult) = exp (setABe_tA)
= eefec @ ( car (etA)f1 —e )
Donc,
vVt € R u(t) € Ag
13 > wu est dérivable sur R et on a
u'(t) = Aet Be™ — e BAe4
Et on a

W' (0) = AB — BA

u(t)—u(0)
t

1
Comme — (u(t) — u(0)) € Ag et ce dernier est fermé donc ' (0) = lim;_ et Ag .
Ainsi,

[A,B] = AB — BA € Aq



14 > Soit M € Ag, on pose y(t) = €™ qui est un chemin dérivable dans G tel que v(0) = I,, et
7 (0) = M. On en déduit que M € 77, (G) et Ag C T, (G).

15 > Soit M € M, (R), On trigonalise M dans M, (C) : M = PTP~! avec la diagonale de T est
(AM,-.+,An), les valeurs propres de A. On a

dp(t) = det (I, +tM)
= det (I, +tT)

n

= H (L4+tXi) ( fonction polynomiale en t)
i=1

On en déduit que dysest dérivable en 0 et §,,(0) = Tr(M)
16 > Posons f = det ,87,(0) est la dérivée de f en I, suivant la direction M, lapplication f est

différentiable, donc
Darf(In) = df1, (M) = 53,(0)
d’ou
dfr, (M) =Tr(M) et df, =Tr
17 > Soit M € 71, (SL,(R)) et v application dérivable d’un voisinage de 0 vers SL,(R) telle que
v(0) = I, et 4/ (0) = M .
On a det (7y(t)) = foy(t) = 1 pour tout ¢t au voisinage de 0. La différentielle de composée de fonction

donne
dfyy(7'(t)) = 0

Pour ¢t = 0 on trouve
dfr, (M) =Tr(M)=0

Ainsi on a 77, (SLn(R)) C Agp, ) - L'inclusion réciproque a été montrée en 14 >,d’ou I'égalité.
Soit M € 711, (On(R)) et v application dérivable d’un voisinage de 0 vers O, (R) telle que v(0) = I, et
Y(0) =M.

Alors, on a y(t) .!y(t) = I,, pour tout t au voisinage de 0 . Différentions cette relation :

!/
7' (1)) + (). (1) =0
la transposition est linéaire donc (t'y(t))/ = !4/(t). Ainsi pour t = 0, on trouve M + MT = 0 Donc
77, (On(R)) C Ao, (r)- L'inclusion réciproque a été montrée en 14 >, d’ou I'égalité.

4 Comportement asymptotique

Etude d’un exemple
18 > On a y4(X) = (X —a)(X — B)?, par le théoréme de Cayley-Hamilton et le lemme des noyaux, on
a
C® =ker (A — al,) ® ker (A — BI,)?
G



Soit f I’endomorphisme canoniquement associ¢ & A, G est stable par f alors fig est trigonalisable et

Yy (X) = (X = )2,

B

Soit ey est un vecteur propre de A associé a la valeur propre «, on en déduit que dans la base (e, e2, €3),

Donc il existe une base (e2,e3) de G dans laquelle la matrice de fi; est de la forme ﬁ ¢ > .

la matrice de f est

~

Il
o o D
o w o
™ e O

Ainsi A et T sont semblables.
On a

B oa) 01
(25)-me 2 )
N

avec N2 =0, la formule du binéme donne

8 a n_n 1 0 1
(()ﬁ) —ﬁIQ—l-nﬁ a<00>

Un calcul par bolcs donne

a” 0 0
T — 0 Bn n/@n—la

0 O g"

Et N
oo n
Z (tar) 0 0
n=0 " too oo et 0 0
n n—1
el = 0 > (tg ) ty n(t@! 0 ef atelP
-0 =0
" %0 (1 0 0 ef
0 0 Z n!
n=0
e et e sont semblables donc on a e4 — 0 si et seulement si e/ — 0.
t—+o00 t—+o00
Comme |e'| = ¢’ Re(2) donc et Rel@) M 0 si et seulement si Re(a) < 0.
— T 00
De méme e!Re(@) (et te!Re(®) — 0 si et seulement si, Re(3) < 0.
Ainsi t——+o00 t——+o00
insi

lim e =03 <= Re(a) < 0 et Re(f) <0

t—+o00
Cas général
19 > On trigonalise A : A = PTP~! avec T triangulaire supérieure, de diagonale (\1,...,\,). Alors
fa(t) = Pe!T Pt e'T de diagonale (e, ..., et*). La continuité de I'application M + PM P~! donne

120 = 0= i ) =0,
lim e =0 pour k € {1,..,n}

t——+o0

=
= Re(A\x) <0 pour k € {1,..,n}

Ainsi , si lim fa(t) = 0y, alors « = max Re(A) < 0.
t—+o00 AESP(A)
20 > Le polynome caractéristique de A s’écrit x4, = [[ (X — )™,
AESP(A)



Les polynémes (X — X\)"* sont deux & deux premiers entre eux, le théoréme de Cayley-Hamilton et le

lemme des noyaux donnent

C'= P Ke((A-AL)™) = P Fi

AESP(A) AESP(A)
21 > Décomposition de Dunford : Les sous espaces F sont stables par A, car (A — \I,,)"* et

A commutent . Soit u 'endomorphisme canoniquement associ¢ a A. Alors, vy = up, — Aidp, est un

endomorphisme nilpotent de F). Soit x € C" | x s’ecrit d’une maniére unique de la forme :

Tr = Z:L')\

TNEF)\

Soit v et § les endomorphismes de C™ définies par

v(z) = Z va(zy) et d(x) = Z ATy

AeSp(A) AE€Sp(A)

Puisque v\ = 0 alors v} = 0, par suite "™ = 0 , donc v est nilpotent et § est diagonalisable de plus on
a:u=v+ 0etvod=odov.

Soit D et N les matrices de d et v , respectivement, dans une base adapté & la somme directe de la
question 20 r>,alors A est semblable & D + N et il existe P inversible telle que , A = P(D + N)P~! |
ND = DN ,D est diagonale, N est nilpotente et x4 = xp-

22> Ona
etA — Pet(D+N)P_1
= PetPeNp~!  (car ND=DN)
Soit p Iindice de nilpotence de N, alors etV = i tk—k!N k donc
k=0
tN - ’t’k k p
el =305 V] z. 0
k=0
Et on a .
etP = diag (et/\l, .. ,et/\") = Z et)"“Ek’k
k=1
donc .
HetDH < ;etRe(Ak) | Ex.rl e O(eat)
Finalement
le 1 < 121 [l -l [1P~H], = O (ee)
La norme ||.||, est équivalente ||.|| donc HetAHOO = max v ()] T O (tPe) .

Ainsi pour tout (4,7) € [1,n]]* v,;(t) = O (tret) .
t——+o00
23 > Sia <0, alors pour tout (i,5) € [[L,n]]” v,;(t) = O(tPe®) — 0Oet lim fa(t) =0,
t——+00 t——+00 t——+o0
24 > On suppose que les valeurs propres A ont toutes des parties réelles positives ou nulles.
Si X = 0 c’est evident.
Soit X € C™ tel que tli+m eX.Ona A= P+ N)P~!, avec P inversible, ND = DN ,D est
— T 00



diagonale et N est nilpotente.

etAX = pelP+N) p-lyx

donc
lim PNy =0 avecY = P7'X
t——+o0
e!(D+N) est triangulaire de diagonale (e, ..,en) | si Y = Y(y1,..,y,) alors

et(D+N).Y: t(* % et/\n

)t )

Yn)

ainsi ey, L 0, or Re(\,;) > 0 donc y, =0, par suite Y = *(y1,..,yn—1,0) et
—400

e!P+N) y — Ex, oy, 21y, 1,0)

ainsi par récurrence on montre que y; = ... =y, =0,douY =0et X =0.
25> Onayxy = PsP;P, ,les polynoémes Pg, P; et P, sont deux & deux premiers entre eux, par le lemme

des noyaux et le théoréme de Cayley-Hamilton, on a
EFE=E,®oF,®EFE,

Les sous espaces Fs, F; et E, sont stable par u , ’endomorphisme canoniquement associé a A .
X X 0
Soit X € FE, on écrit X = ( YS ) avec ( Os ) € FE; et ( v > € FE; ® E,. A est semblable a une

matrice de la forme diag (As, B) ou Ay est la matrice de la restriction u & FEs et B la matrice de la
s 0.
t—+o0

On a A = Pdiag (A, B) P71, P = diag (Ps, Q) et P~! = diag (PS_I, Q_l) , donc

iy — p " 0 pa N
0 €B Y

tA 1
<0 X
° ) ( s ) Javec X! = P7UIX, ety = Q7Y

restriction de u & E; & E,, . De plus x4 = Ps et xg = PP, donc €'

Si X € F,, alors Y/ =0 et e X! — 0 et donc tliin eAX = 0.

t——+o0

Réciproquement si . li+m e X =0 alors th+m e!BY’ = 0 et les valeurs propres B ont toutes des parties
— T 00 — 100

réelles positives ou nulles , donc Y’ = 0 et X € E, , ce qui montrer que
_ : Ay
ES—{XEE] lim e X—O}.
t—+o00

26 > A est semblable & une matrice de la forme diag (C, A,) ou A, est la matrice de la restriction u

a E, et C'la matrice de la restriction de w & Es® E . De plus x4, = P, donc Sp(A,,) = {ipy, .., ip,} CiR.

Ona A = Pdiag (C, A,) P~!, P = diag (R, P,) et P~1 = diag (R™!, P, 1) , par suite e = P diag (e'“,e!n) P!
On écrit A, = Q (D,, + N,,) Q™' avec D,, = diag (ipy,..,ij,) et N, nilpotente qui commute avec D,,.

Donc et4n = QetPretNrnQ—1.

p . .
Soit p I'indice de nilpotence de N,,, alors etN» = > tk—k,fo , etPr = diag (e’“l, o e’“r) .
k=0



0 0
Si X € E, alors X = et e X = N )
X, etin X,

Nous avons

etAn Xn — Qeth etDn Q_an
p

_ Z?j <QNk D)~ x >
k=0

comme [|QNFePrQ7 X, || = O(1) et |tF| = O( (1 + [t])P) (selon |t| > 1 ou [¢| < 1) donc il existe C > 0

leX||<C(1+]t)P) VteR

Réciproquement , si X = et HetAXH < ((1+4Jt))P) Vt € R.

On a A = Pdiag AS,A,,A P Lave Ay est la matrice de la restriction u & Ey pour k € {s,i,n} et
P = diag (P, P;, P,) . Donc
Hetdiag(As,Ai,An)P—lXH < C' (1 + |t|p)

et
[ PIX|| < O (1 + [tfP)

L décomposition de Dunford de As donne

L
t

X, =) o (QNfetD"Q_le)
k=0 "

Si Xg # 0, comme Iélaé )Re(/\) < 0 alors HetASP;IXSH ~ c|t|%e Pt avec ¢ >, B> 0et ¢ < p, ce qui
AeSp(As
donne une contradiction quand ¢ — —oo donc X5 = 0 . De méme on montre X; = 0 . D’ou le résultat .
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