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Correction

Partie |

U, est un polyndme unitaire de deg?é donc U est un polynéme de degré de coefficient

(2n)!

n!

dominant—=. Par suiteP, est un polyndme unitaire de degté

La famille B est une famille de polynéme de degrés étagés.
Par la formule de Leibniz :

((x2-2)" =((x -1y (x +2y)" = Z[Z J( o) (e 1)

k

puis ((x* - 1)) = Z[Z](TLL'IC)'(X— 1y L =n 'Z CPX - (X +1y

k=0

1 n
2n)| 1=
n

(X -1)"" s'annule en 1 sauf quarid=n donc P, (1) =~ 2 De mémeP, (—1)= =2y .

2 %)
= (X —1)" (X +1)".

Les racines dé/, sont 1 et—1, elles sont de multiplicité .

2
etenfin P, = [Z] X-D)7"(xX+1.

La fonctionz — U, (z) est continue suf-1,1], dérivable suj—1,1 et s'annule en 1 et1 donc par le

théoréme de RolleJa € |-1,1 tel queU/ () =0

Or U! s'annule aussi en 1 etl car ce sont ici les racines de de multiplicité n .

En appliquant le théoréme de Rolle $ufl,a| et sur[a,1], on obtient deux réels distinctse |-1,a] et
€la,1 annulantU!”. Or U s'annule aussi eh et —1 et on peut reprendre le processus...

A terme, on observe qué"”, tout commeP, , s’annule au moing fois dans I mtervalle} :I[

n?

Puisque le polyndme&, est de degré: , il posséde au plus racines (comptées avec multiplicité).

Comme ci-dessus nous venons d’en obteniion peut affirmer qu’il n’y en a pas d’autres aecelles-
ci sont simples.

Par récurrence sure N :
Pourn =0, on reconnait la formule d’intégration par parties
Supposons la propriété établie au rang O.

S PP oemus S 0 [P 0 of + [P 0t 0
=S C [P ERU O], + 1y PRt o), 0 Pert 26

PPA—Y
n+l

= Z( 1 [PUR QU]+ (-1 f_llp(t)cz““) QL
Récurrence établie.
[ Pawane= (U0 0e0d =3 DU eV e)  + ¢ 0 [ U, 000

Or Q"M (t)=0 etU",”(£1)= 0 car 1 et—1 sont racines de multiplicité +1 de U, ,

n+l

Ainsi f P_,()Q(t)dt = 0.
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Partiell

SoitA\,u€ R et P,Q € R, [X].
PP+ Q) = (AP + 1Q)(a,)),.,., = (AP(a,) + 1Q(a,)),. .,
= AMP())y.., +1(Q@,)),..., = Ap(P) +1p(Q)
Ainsi ¢ est linéaire.
Soit P e kerp. OnaP(q,)=...=P(a,) =0 donc P posséde au moins+1 racines.
Or degP <n donc P =0. Ainsi kery ={0}.

Par le théoréme d’isomorphismeiR , [X]= dimR"** < +o00) ¢ est un isomorphisme.

P est solution du probléme posé sgiP) = (f(a,),---.f(a,)) -
¢ eétant bijective, le probleme pose posséde uneuarsglution, = o (fap),-.-. f(a,)).
Sij=i alorsL,(a,)=0.Si j=i alors L (a,) =] [ (e, —a,) = 0.

k=0
k=i

Supposong,L,+---+ AL =0.
V0<i<n,en évaluant la relation préecédenteggn \ L, (a,)=0, or L,(a,) =0, donc), =0.
La famille C est une famille libre de +1=dimR ,,[X| polyndmes deR  [X]| (cardegL, =n), C'est

donc une base d& , [X].

En évaluant la relatioR, = ZAij ena, on obtient :
=0

P,(a;)=\L,(a,) or P,(a,) = f(a;) donc\ =_£((CZ;))..

1= [ pow= [ SAnoe=3x

1

LOA=Y0f ) aveep = [ L0

Soita, 3ER et f,gcC(-11] R).

J(af +B9) = w(af+B89)a)=> pulaf(a)+B89()) =D ufla)+5Y  wmya)
i=0 i=0 i=0 i=0
puis J(af + Bg) = aJ(f)+ BJ(g) doncJ estlinéaire. De plug est a valeurs danR , c’est donc une
forme linéaire.
SifeR, [X] alorsP, = f et par suite(f) =I(f).
SifeR,,.,[X] alors réalisons la division euclidienne flepar P, ,, :
f=P_,Q+R avecdegR < ded’,,, d'ol RER [X].
En évaluant la relation ci-dessus @non obtientf(a,) = R(a,) car P, ,(a,) =0.
Par suiteP, = R et donc, en exploitant de surcroit 1.4.b :

1 1 1
I()=1(F,.Q+R) = [ P.0QWd+ [ Rt)t=0+ [ P E)d=7().
IZ eR, [X]|CR,, [X] doncI(L?)=J(L?).
Or J(I?) = u,I*(a,) et I(L?)>0 (par intégration d’une fonction continue, positiven nulle).
I(L7)
Li(a,)

2n+1 p(k)
T, () = Zfoo)tk .

Par suitey, = >0
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. ) Mt2n+2
L'inégalité de Taylor Lagrange donivé c|—1,1] |f ¢ )— T t) < .
g ylor Lagrang ~L4]f¢) zn,ﬂ(f)(j_(ZnJrz)!

' M (Yoney _ 2M
1) = 1T, (O < [ 7O =T (DOt = D e = B3

Puisque leg:, sont positifs, on a la propriéte< g = J(f) <J(g).

|t2n+2|

2M

(2n+ 2)!

M ]_1[ M ]_ 2M
(2n+ 2)! (2n+2)l  (2n+ 2)!
2M
(2n+42)!

fO) =T, (N <

20t 2)" (@it 2)! donc J(f) = J(T;, 4(f) <

car la fonctiont — étant constantd

(2n+2)!
2M
(2n+ 2)!

NotonsJ(T,,.,(f)) = I(T,.(f)) carT, ,(f)eR, ,[X].

De méme/(T;,..(f)) = J(f) < et donclJ (f) = J(T},..()| <

M 2M  Ap+ 2M

2
[T() =T ()| < [T() = Iy s ()] + [T (T () — T (F)| < ot B mra



