Concours National Commun

EPREUVE DE MATHEMATIQUES 2
Session 2024 - Filiere MP

L’usage de tout matériel électronique, y compris la calculatrice, est interdit.

Le sujet de cette épreuve est composé d’un exercice et d’un probléme indépendants entre eux.

Durée: 4 beures

Exercice
(Noté 4 points sur 20)

On désigne par M3(R) Pespace vectoriel des matrices carrées réelles d’ordre 3. On note B = (e1, ea,€3) a base

canonique de R? et par I3 la matrice unité de M3(R). On considére dans M3(R) les matrices suivantes:

) 3 -1 1 1 0 2 2 2 =2
A=§ -2 2 P=12 1 -1 etQ=] -3 -1 5
-1 -1 5 1 1 1 1 -1 1

1. a) Vérifier que PQ = 41;.

b) En déduire que P est une matrice inversible et calculer sa matrice inverse P~1.

2. On considere les vecteurs suivants :

0 2
U= 2 |,v= 1 et w= -1
1 1

a) Montrer que u est un vecteur propre de la matrice A dont on précisera la valeur propre a correspondante.

b) Montrer que v et w sont deux vecteurs propres de la matrice A associés & la méme valeur propre § dont on

précisera sa valeur.

¢) Montrer qu’il existe une matrice diagonale D & préciser telle que A = PDP~!.

3. a) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, A" = PD"P~!.
b) Déterminer, pour tout entier naturel n, D™ en fonction de n.

c) En déduire pour tout entier naturel n, Pexpression de A™ en fonction de n sous forme d’un tableau.

Probléme.

Dans tout le probléeme K = R ou C, on désigne par E un espace vectoriel sur K de dimension n, n > 1 et par L(E)

le K-espace vectoriel des endomorphismes de E. On note M, (K) lespace vectoriel des matrices carrées d’ordre n

a coefficients dans K, GL,,(K) le groupe des matrices inversibles de M, (K) et I, la matrice unité de M, (K). Pour

f € L(E), on note f° = idg et pour tout entier naturel k, f**' = f¥o f ou idg désigne I'application identité de
E. On note x¢(X) = det(X idg — f) le polynoéme caractéristique de f et on rappelle que x¢(f) = 0 ou 0 désigne
I’application nulle de F.

Pour une matrice M € M,,(K), on pourra introduire le polynéme caractéristique de M défini par x s (X) = det (XT,, — M).
On dit que f est un endomorphisme nilpotent s’il existe un entier naturel non nul p tel que fP = 0, le plus petit entier

naturel non nul p vérifiant cette propriété est appelé indice de nilpotence de f.



Partie 1: Noyaux itérés

Soit f € L(FE), on note pour tout entier naturel k, N, = Ker (fk) et 7, = Im (fk)
1. Montrer que la suite (Nj), oy est croissante et que la suite (Z), oy est décroissante pour 'inclusion.
2. En déduire que (dim Ny), oy est une suite croissante d’entiers naturels.
3. Justifier I'existence d'un plus petit entier naturel ¢ tel que N, = Ny41.
4. Montrer que Z, = Zyy1.
5. Montrer que N; 7, = E,
6. On considere pour tout entier naturel k, ¢y la restriction de f a Zj.

a) Montrer que dimZy, — dim 741 = dim (Ker(f ) N Zy).

b) En déduire que la suite (dim N4 1 — dim N} ),y est décroissante.

Partie 2 : Les endomorphismes nilpotents de rang n — 1

Soit U une matrice de M,,(C), de rang n — 1. On note u ’endomorphisme de E canoniquement associé a U. (E = c" )
1. Soient 7 et s deux entiers naturels et v la restriction de u® a Im (u").

a) Vérifier que Im(v) = Im (us*t").
b) Montrer que Ker(v) C Ker (u®).
c) Montrer que dim (Ker (u"**)) < dim (Ker (u")) 4 dim (Ker (u*)).

d) En déduire que pour tout entier naturel ¢, dim (Ker (ul)) <.
2. On suppose de plus que U™ = 0.

a) Montrer que pour tout entier i tel que 1 < i < n,dim (Ker (u’)) =1.
b) Montrer que 'indice de nilpotence de u est égal & n.
c) En déduire qu’il existe un vecteur e de E tel que Be = (e,u(e),...,u" *(e)) soit une base de E.

d) Ecrire la matrice de u dans la base B,.

3. Montrer que deux matrices nilpotentes de M,,(C) de rang n — 1 sont semblables.

Partie 3 : Réduction d’'un endomorphisme particulier

Dans cette partie K = C. Soit f un élément de L(F) vérifiant (idE, freens f”fl) est libre.

p
On considére xs(X) = [] (X —Ag)™" le polyndome caractéristique xs de f, olt A1,..., A\, sont les valeurs propres
k=1
distinctes de f de multiplicités respectives my,...,m,.

Pour tout entier k tel que 1 < k < p, on pose F), = Ker ((f — Apidg)™™)

1. Montrer que, pour tout entier k tel que 1 < k < p, le sous-espace vectoriel Fj est stable par f.



2. Montrer que E = F| @ ... @ F),.

3. Pour tout entier k tel que 1 < k < p, on considére ’endomorphisme ¢, de Fy, tel que, pour tout = € Fy,
or(x) = f(x) — Az
a) Montrer que pour tout entier k tel que 1 < k < p, ¢ est un endomorphisme nilpotent de Fj.
b) Déterminer, pour tout entier k tel que 1 < k < p, la dimension de F}.

c) Montrer que, pour tout entier k tel que 1 < k < p, I'indice de nilpotence de @y, est my.

4. Montrer qu’il existe une base B de E dans laquelle la matrice de f est diagonale par blocs, tel que chaque bloc

D | (]

1

est une matrice de M,,, (C) de la forme Aj = 0
0
0 0 1 A

Partie 4: Cycles
Dans cette partie, on prend K = C. On dit qu'un endomorphisme f de E est cyclique d’ordre un entier naturel non
nul p s’il existe x¢ de F vérifiant les conditions :

o f¥(x0) = wo.

e (zo, f(x0),...,fP7  (z0)) est une famille génératrice de E dont les éléments sont distincts deux a deux.

On dit alors que la famille (mo, f(zo)..., P! (:vo)) est un p— cycle de f.
1. Soit (zo, f (x0),...., [P (z0)) un p— cycle de f.

a) Montrer que f?P = idg.

b) Montrer que I'ensemble F,, = {k € N* | (zo, f (o) ,..., ¥ (z0)) est une famille libre} admet un maximum
noté .
c) i) Montrer que pour tout entier k tel que k >,  f*(20) € Vect (zq, f (o) ,..., 7" (0)).

ii) Montrer que v = n.

iii) Déterminer le nombre des valeurs propres distinctes de f.
2. Soit By, = (2o, f (o) - ... .. , [ (o)) un n-cycle de f.

a) Justifier que B, est une base de F.

b) Déterminer la matrice G de 'endomorphisme f dans la base By, .

wk
w2k

c¢) On pose w = e et pour tout k € Z, U = ) ,ou w désigne le conjugué de w.

—nk
w n
Pour tout entier k tel que 1 < k < n, vérifier que Uy est un vecteur propre de G associé a une valeur propre

«y, a déterminer.



3.

Soit M = (mr1);<p 1<, de M, (C), telle que my; = o™ Onnote M = (m ki)i<ki<n> OU T gy est le

conjugué de my, ;.

a) Calculer M M .
b) En déduire que M € GL,(C) et calculer M1

bo b1 ... b b1
by by
Soit (bo, bi,..., bn—l) cChet H =
bn—2 bn—l
bn—l bn—2 ce. bl bO

a) Montrer que H est diagonalisable.

b) Déterminer les valeurs propres de H et une base de C™ formée de vecteurs propres de H.

Partie 5 : La dimension maximale d’un sous-espace vectoriel des
matrices nilpotentes

On note 7T le sous-espace vectoriel de M,,(R) des matrices triangulaires supérieures dont la diagonale est composée

seulement par des 0 . On désigne par S, (R) 'ensemble des matrices symétriques de M, (R) et par N 1’ensemble

des matrices nilpotentes de M,,(R).

1.

2.

Déterminer la dimension de 7.
Montrer que toute matrice nilpotente est semblable & une matrice appartenant a 7.

Montrer que M,(R)= S,(R)® T.

Soit F un sous-espace vectoriel de M, (R) contenu dans N telle que dim(F) > ”("271). Montrer que
dim ( S,(R) N F) > 0.

En déduire la dimension maximale d’un sous-espace vectoriel de M, (R) contenu dans N .

- FIN DE L’EPREUVE -



CORRECTION

Exercice

On désigne par Mj3(R) 'espace vectoriel des matrices carrées réelles d’ordre 3. On note B = (ey, e, e3) a base

canonique de R? et par I3 la matrice unité de M3(R). On considére dans M3(R) les matrices suivantes:

. 3 -1 1 1 0 2 2 2 =2
A=5 -2 2 2 |,P=]121 -1 et Q= -3 -1 5
-1 -1 5 1 1 1 1 -1 1

1. a) Vérifier que PQ = 413.

S Vst %&iln Jos Calals.

1. a) Vérifier que PQ = 4I;.

b) En déduire que P est une matrice inversible et calculer sa matrice inverse P~1.

(O P (1 Q) -T
[ - == gl 1 [ ~ =2
@O«L& 2 (W}h\ﬁwt!@fo‘/_'qu P - _L,TQ = = 5 2
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2. On consideére les vecteurs suivants :

0 2
u= 2 v = 1 et w = -1
1 1

a) Montrer que u est un vecteur propre de la matrice A dont on précisera la valeur propre a correspondante.
b) Montrer que v et w sont deux vecteurs propres de la matrice A associés a la méme valeur propre 3 dont on

précisera sa valeur.
) o)
O.,l Tsn e /?M . Au -U

«74/&0 L/ e un et o f*’”f\’m Q’c A , MSOC;},/ & s Valan

7'\”79“ A=41

2. On considere les vecteurs suivants :

0 2
u=1 2 v = 1 etw=| —1
1 1

a) Montrer que u est un vecteur propre de la matrice A dont on précisera la valeur propre a correspondante.
b) Montrer que v et w sont deux vecteurs propres de la matrice A associés a la méme valeur propre 3 dont on

précisera sa valeur.

(On frscse Gue A9z 2 AWV
@;ut N2, Aok ﬂ)&ulx e 7\/7,79’6 e /Ar, MOC;}? P /éa

Ime?mc \M/M Wrz /2:2_.
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2. On considere les vecteurs suivants :

()

a) Montrer que u est un vecteur propre de la matrice A dont on précisera la valeur propre a correspondante.
b) Montrer que v et w sont deux vecteurs propres de la matrice A associés i la méme valeur propre 3 dont on
précisera sa valeur.

¢) Montrer qu'il existe une matrice diagonale D & préciser telle que A = PDP~!,
)¢ \ Lo
St (e X(R) Llchphons st 2052 A
(Oi  A_wtl]) | Belesae5)bhank < Bac Coronigue e IR,
B

Au- 1 3
Ch e U:(i) ’ & lscy j(&,)zgi/w\ Co=(1121) €R

2

i

=

\ o\ <
1

slho {(%) -2E, d{(&) =28, jon Exo(op1i1) ) E=(2,m2)

(Dné Lma 4

fgﬂ[gj—):gi 64,4(///2;1)
{(&);ZEZ o (o)
(&) =2, Eqm(2) 1)
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3. a) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, A" = PD"P~1.

b) Déterminer, pour tout entier naturel n, D" en fonction de n.
b ]

ikl ?ww:og |

O"“ /A]O:I—b &é})@}) “‘:2'—7:3 ?gl :I’;
de A _P1 P~

Ha;aéftlc/g

>
89;—/- )’l(’M&

SWW‘M e Ahzfyjn P’LL{L %féf«f /4'%; P@W P”ﬁ'
(e A _ A A
_ PAPTLPDP (o bypethe e nirnc)

= ]D(J)n-@ p!

n+4 A
- P
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3. a) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, A" = PD"P~1,

b) Déterminer, pour tout entier naturel n, D™ en fonction de n.

(e D kg [1,2,2) (1 {O>

9 %
O

1
= Y, D =g (42,2 (Ozh .

<
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3. a) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, A" = PD"P~1.

b) Déterminer, pour tout entier naturel n, D™ en fonction de n.

c¢) En déduire pour tout entier naturel n, 'expression de A™ en fonction de n sous forme d’un tableau.

St né. (Qne A" PD" P

7z ©O < 1 O
n n
QV\‘ F‘: 2 1 -1 '2 /D — < "
14 7 1 O <
T s s
(e Pt 2 7
Lf 4 _1 7
/OJ/M a%hé C(/&Jﬁ A &
w h
n+L
(N n-1 2, 2 2
new, A = 7 | -2 . :
1 -2 A4_2  Px2-1
Fin Exercice
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CORRECTION

Probleme

Dans tout le probleme K = R ou C, on désigne par E un espace vectoriel sur K de dimension n, n > 1 et par L(F)

le K-espace vectoriel des endomorphismes de E. On note M, (K) 'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n

a coefficients dans K, GL, (K) le groupe des matrices inversibles de M,,(K) et I,, la matrice unité de M, (K). Pour

f € L(E), on note f° = idg et pour tout entier naturel k, f**! = f¥o f ol idp désigne 'application identité de
E. On note xs(X) = det(X idg — f) le polynéme caractéristique de f et on rappelle que x7(f) = 0 ou 0 désigne
I’application nulle de FE.

Pour une matrice M € M,,(K), on pourra introduire le polynéme caractéristique de M défini par y,(X) = det (XTI, — M).
On dit que f est un endomorphisme nilpotent s’il existe un entier naturel non nul p tel que f? = 0, le plus petit entier

naturel non nul p vérifiant cette propriété est appelé indice de nilpotence de f.

Partie 1: Noyaux itérés

Soit f € L(E), on note pour tout entier naturel k, N}, = Ker (f*) et Z = Im (f*).

1. Montrer que la suite (Ng) ren €st croissante et que la suite (Zy), ), est décroissante pour l'inclusion.
a) (m)a,m ety Gronsand ¢ ?
/
Soit kv, Midoo g Mo Vs

Sot e £ ,
mém =7 'Mév/d/)

= 1569 <o

= jt"d—i B =0

::,7 N @ﬂ&//{kﬂy
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:27’)(42%{-)—4_-

1\

?.}\,) (Iﬁ‘)é,éff\/ estr 0l € Gonand. ?

Sot Len. J%MOL@“’) ’?"’ I;L-)/l CI& '

Sot ng £
7€l_i+:l = CImfj

{4
=7 Ft€ E/Fx:j /t)
S e 15 (406)

ﬁ7 AE Im/{é)

et 1)

ﬁ7’xéIA.

2 o Iﬁu—i C:/—ﬂ'
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Soit f € L(E), on note pour tout entier naturel k, Ny = Ker (f¥) et Z; = Im (f*).

1. Montrer que la suite (N), ., est croissante et que la suite (Z), ., est décroissante pour l'inclusion.

2. En déduire que (dimN}),,, est une suite croissante d’entiers naturels.

(One o Yo, Wy CAz,,
20 (wzm, i () gdw/v/lé@)
= [a e (,d.'m[%)) W v ke Gomante ot

Lo

(v Goe Ve, dm(1z) e//\/)
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Soit f € L(E), on note pour tout entier naturel k, Ny = Ker (f*) et Z;, = Im (f*).

1. Montrer que la suite (N), ), est croissante et que la suite (Zy),,, est décroissante pour I'inclusion.
2. En déduire que (dim N} ), ., est une suite croissante d’entiers naturels.

3. Justifier I'existence d'un plus petit entier naturel g tel que N; = Ny4q.
~M ' stk - éUﬂﬁ/{l;( e ' mosld {PQ\GIN/NA:I\/KH} admet un
7»/@ ﬁe‘ﬁ-ﬁl E”}f:ﬂf"\',' .

Doun Cele 1 amffik e mdtred A {’L‘”‘/ / ’\Qi"/m} ol Une fidnte
Vign e A( IN .

/Zﬂﬁmj
g f:ﬂhslu, nes Yide de IN admel w 7‘3/01_% 7\M17L
lment

7&MMmh5fM ﬁhHMHeﬂ*A%hmm QM'%&HN/N%:M?;R356‘
Aho (Yo, f\é@&/\/ﬂd).
= O/’éé”\[/ d‘;"‘{/\[ll) <AW(N&+1)) ((N ,o]ﬁn—(f\[@< diwu\f&ﬂ))

= (w;@u\f, dﬁa{/\fm) _ ) — 1 )
Cor @w‘ (N, _d,@//ﬂ)) 2%

w-1 M—|
Swt nenv, Z(@‘W%h ~d";‘“{l\f0>7/Zi
. %=o

e () _de v yn
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D'vi i el V) = oo

=+
e . o dt Cor /ﬁ A/V\,c}'f dhﬁn(f\rq ¢ M ‘Mfc .
C P “ ﬂljl_ ( “nen\/ ia—

(3nenv, dw /I\/jl) éd»}hE)
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Soit f € L(E), on note pour tout entier naturel k, N, = Ker (f") et I, = Im (f’”)
1. Montrer que la suite (N} )., est croissante et que la suite (Z), ., est décroissante pour l'inclusion.
2. En déduire que (dim Ny ), ., est une suite croissante d’entiers naturels.
3. Justifier I'existence d’'un plus petit entier naturel ¢ tel que Ny = N 4.

4. Montrer que Z, = Zg4,.

or I%, CI?

4’4/@4 /,guh Mot A?,M I%H 517 , A AM{Z{/E de mowdar 99”” 0('“"‘(%41)" d';”(Iq’)'

A}//%,j 1) .

@’w}x: b +héseeme ol ing. pplions 4 L1 pua
die(facf ?) ¢ din (T ) _ diwE
co . di (Ng) +din (L) — din £
(Ot o i (V) 4 din(L,) ~IME

@’M i [NQ) +a’/ﬁ/\(fq) — e (N7+,) +‘-“1"'""[I?44)

Q& /\/ iﬂéff/ /ﬂ/MJ {](Wfr(f?)'—‘d'M(IQH>
CaFp

[
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Soit f € L(E), on note pour tout entier naturel k, N, = Ker (f*) et Zx = Im (f*).
1. Montrer que la suite (Ni )., est croissante et que la suite (Zy), ., est décroissante pour I'inclusion.
2. En déduire que (dimN}), ), est une suite croissante d’entiers naturels.
3. Justifier I'existence d’un plus petit entier naturel ¢ tel que N = Ng41.
4. Montrer que Z, = Z,4;.

5. Montrer que N, &7, = E,
mha dhﬁ f\f? +0{m7:(if C{W[IMQ/?)T A/m»/éc/(/?) - Adm‘nli’
,(),{17,)1[(& /é ’t\}}e{m:mf g/(,, %ﬁng,
q9<“p{3 A pmete & ot gﬁm N‘ﬁ /717,%@)},
Sot albs ¢ N7 /)I7_ Mok e X=0
1)
~HeNg )T, _ ﬁ’f :
P51 7 3her, -1 ')
29
:7 j /’t) :O27
=> f:eﬁcf/f )=Nz?,

Moo ke port i (V69 1 Ny=1g)

= anaon s fm HPg,ffM(,L AR ﬁ;?

Tonikioa aotom Four ﬁ-? : clet e ond- .

Hrédite” .

Sty g. 5075/9019»1/ e /\/é _ N? Ao Ml Gue Nh/:N% ,
(One No C Ny, Cor (/\@é Certdante

I gack ) Qo N&H Cf\ffi‘
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Soit f € L(E), on note pour tout entier naturel k, N = Ker (f*) et Z, = Im (f*).
1. Montrer que la suite (Ni),c, est croissante et que la suite (Zy), ), est décroissante pour I'inclusion.
2. En déduire que (dim N} ), ., est une suite croissante d’entiers naturels.
3. Justifier 'existence d’un plus petit entier naturel g tel que N, = Ny41.
4. Montrer que Z, = ;4.
5. Montrer que N, 7, = E,

6. On considére pour tout entier naturel k, ¢ la restriction de f a Ty

a) Montrer que dimZy, — dimZy4; = dim (Ker(f ) N Zy).

/Jna/;li'—7!:_ 4 L, C L. %
i westilpon e 7a Ty ek b7y
\
L@;\ v Ly £ ?’%\A
@t )———f—>({§f7‘) :f/") %
474\1’1% ; w\\
k@é Z(I{L, E)

VacTy, Oy ) = {A)

.
%
%
e
v
@/ﬁfﬂ\] Lo b hsvern s Al han} “ff"‘?“/ /@(&L EALE ?g

i (ﬁgf L&) 4 i (fm(‘(ﬁ\) _ i (Z:ED

(Ch < Im(ﬁ%)sik&(“)/qéﬂ]} €;\(J'-

%,
Sy /ey,
=4 (fHw) e E] 2

@,
3 Yy /re Ry N
>
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_ Tn({*)

I‘“{L@) =Ty
%«z[‘é ) :lpwfi /"y ) =0 \?\Q;.
_ %qcl}/fﬁ):o}
w1y [ athsl])]
hec(\G) = kerlf) N1,

ij(blé)_f_dlm[fm((@}) :OII'WI(Id) /0]&91%{* Olgm( ’
dimZy; — dimZy, = dim (Ker(f ) N Zy)
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Soit f € L(E), on note pour tout entier naturel k, N} = Ker (f*) et Z = Im (f*).
1. Montrer que la suite (N}), ¢y est croissante et que la suite (Z),,, est décroissante pour I'inclusion.
2. En déduire que (dim N} ), ., est une suite croissante d’entiers naturels.
3. Justifier I'existence d’'un plus petit entier naturel ¢ tel que N, = Ny41.
4. Montrer que Z, =Z,;.
5. Montrer que N; ®Z, = E,

6. On considére pour tout entier naturel k, ¢y la restriction de f a Z.

a) Montrer que dimZ; — dimZ;;, = dim (Ker(f ) N Zy).

b) En déduire que la suite (dim N4 — dim Ny ),y est décroissante.

O e . F A’ 2 de modtnon Guie
(dbﬁv\{/\{@z/) _,O}W(_ k—u)) (ﬁ}w [Nbi) _dw N&) < O ?

(de (1. ey - (e b)) =
:<hgdh\ﬂ(€”‘)#Mdm@”)%(n_&{” —e ) wﬁ )

= (dhe () -do(ry ) - (o -l (3,)

Y —— 7 Y -

Ly =di (b N ) Lo =i (kf N ;)
= dw (ﬂujﬁfb,) _ dr (ﬁ&/?ﬂ Iﬁ) é O
Cor ket 072,)) C (£ 1) [l 1)

Fin Partie 1
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Partie 2 : Les endomorphismes nilpotents de rang n — 1

Soit U une matrice de M,,(C), de rang n — 1. On note u I'endomorphisme de E canoniquement associé a U. (E = c")
1. Soient r et s deux entiers naturels et v la restriction de u® a Im (u").

a) Vérifier que Im(v) = Im (u*1").

(Ona e 2AE) .
Vo Im/Uh) > K 'z/a ReSHactim e uw & Tl U") -
A V() = L7 ()

IM/\?) - {'\}7(71)/')(@ ZM/V)I)YI

= 3 US/Q)/’7§1—M/UA)}
)/ e
%

_ Im/ Uh+5)
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Soit U une matrice de M,,(C), de rang n — 1. On note u I'endomorphisme de E canoniquement associé¢ a U. (E = ")
1. Soient r et s deux entiers naturels et v la restriction de u® & Im (u").

a) Vérifier que Im(v) = Im (u**7).

b) Montrer que Ker(v) C Ker (u®).

(Ona e 2AE) .
Vo IM/UH‘) =B 'I/a ReSrachim e W & IM/’—/)‘)-
’7()_/>’\/(7*):L15(’Y‘)

RAls) = Ve Tnle®) / VD=0
_J e Tnlv?) /U =0
=) 76&/0")/1@@/1/5)}
= Tnlv) N U%)

C terlV)
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Soit U une matrice de M,,(C), de rang n — 1. On note u I'endomorphisme de E' canoniquement associé¢ a U. (E = B
1. Soient r et s deux entiers naturels et v la restriction de u® a Im (u").

a) Vérifier que Im(v) = Im (u**").
b) Montrer que Ker(v) C Ker (u*).
¢) Montrer que dim (Ker (u"*#)) < dim (Ker (u")) + dim (Ker (u*)).

(Ona ¢ X{IM/Uﬁ),EJ -
«9%5/1%941 2 N Ié ﬂLAém(Fne du htng, , e
i [’_7:;\,\/(/1)) S (ﬁc/{\})) e dfm[Im[\)))

/ %,
L?’gdfﬁ# s Ib(ker

(?4"%‘,, o
P
Nb) - i [/w/v)) £ divallen(v9) Sdl}b(&e
08) > i (Trps) = alin (T 1)) “Ds -
(%,,
2t i (Tl ) L di fler (09)) 4 Il L") ()

D'aputs Jy thiocime o meng e
s (Ton 1)) = — i (ferl 0%)
A (T (1)) = i (sl V")
D'
0 d (el 7)) £ i beel UF ) 4 dinker V7))

/ M/

@’w\: dim (Ker (u"7*)) < dim (Ker (u")) + dim (Ker (u*))
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Soit U une matrice de M,,(C), de rang n — 1. On note u I'endomorphisme de E canoniquement associé a U. (E = ch)
1. Soient r et s deux entiers naturels et v la restriction de u* a Im (u").

a) Vérifier que Im(v) = Im (u*1").
b) Montrer que Ker(v) C Ker (u®).
c¢) Montrer que dim (Ker (u"**)) < dim (Ker (u")) + dim (Ker (u*)).

D BEERR -
Faip Pl Récurhnce dh e IN,
Ttialisotomn i Tpr Azo.
(On i [herl v°)) _ i (ber(2))
= dn()o})
— 0 &9
Horedife”
Ssit deIN.  Supposet Gu dinlbol i) £ 4.
Mok Alin (bec(U*")) Live
(On o
i (b (07)) & Al ) dinflacs) (s 19)
Kl oo die felvY) 4 /7‘“‘“47}”%*”&‘ de nécurmic

dh—w (é\?/(}) - W ____}15/()) (-}U\éd\m( ,{{hh(h%)
v tres) (rgle) g L) on-2)
,C/H_'\ (Afr‘ U) =1

8 Im [ &~ e *\/I’ 1
2 (b (07Y) Lt .

[l
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Soit U une matrice de M,,(C), de rang n — 1. On note u I'endomorphisme de E canoniquement associé a U. (E = c")
1. Soient r et s deux entiers naturels et v la restriction de u® a Im (u").

a) Vérifier que Im(v) = Im (u**7).
b) Montrer que Ker(v) C Ker (u*).
¢) Montrer que dim (Ker (u"7%)) < dim (Ker (u")) + dim (Ker (u*)).

d) En déduire que pour tout entier naturel i, dim (Ker (u*)) <4
2. On suppose de plus que U™ = 0.

a) Montrer que pour tout entier i tel que 1 < i < n,dim (Ker (u')) = i.

Mo v HECuhmls Gue
(V 14idw, dm/éer/u“’)) — A )
Im‘}ﬁﬁ'lt]a%.ﬁw : @M A=h .
T “
/D»\ A drw\/ée///u“)) _ d:h/@/o\) (Mw:\/) Car U :0>
= O/lf;\ /E) (‘ﬁ&//O):E)
Hf/’;fif!}‘c/ ;
~—
\SM LA Ln,
\Smﬁpm) e Al [KQ/[U")) 4
Metrom) ine ol /ﬁer/u’;'"ﬂ) Al
(On o d4e i /ée(/u’”))% e ,0/'%«: nd)
q/%&n[fgm) &’/M X/’lmr ol (ﬁﬁr/l}"'_ll)) ? a1 .
(On s po/»;./ﬁvfu")) zd@/ﬁﬁ(uuﬂihi))

& i [berf V) (el )
Ny Jleps 1) C)
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Soit U une matrice de M,,(C), de rang n — 1. On note u 'endomorphisme de E canoniquement associé a U. (E = c")
1. Soient r et s deux entiers naturels et v la restriction de u® a Im (u").

a) Vérifier que Im(v) = Im (u®*").
b) Montrer que Ker(v) C Ker (u*).
c) Montrer que dim (Ker (u""%)) < dim (Ker (u")) + dim (Ker (u®)).

d) En déduire que pour tout entier naturel i, dim (Ker (u')) < .
2.  On suppose de plus que U™ = 0.

a) Montrer que pour tout entier ¢ tel que 1 < i < n,dim (Ker (u‘)) =i.

B Montrer ave (EEE
I alagh de mocder Aue (W =0 & M”"i%o)
(On e " -0 coe U'_ 0 .
Bl ne Ao [ber(0) Zn_s (Al W))
= dw[ﬁex/u"“'D + din £
= felV"7) 2E

=> V" S Rfﬁe/

[ St f@%/E)
ﬁ‘//{)sl:f@gso
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Soit U une matrice de M,,(C), de rang n — 1. On note u l'endomorphisme de E canoniquement associé a U. (E = c" )
1. Soient r et s deux entiers naturels et v la restriction de u* a Tm (u").

a) Vérifier que Im(v) = Im (u**7).
b) Montrer que Ker(v) C Ker (u?®).
c) Montrer que dim (Ker (u"**)) < dim (Ker (u")) + dim (Ker (u*)).

d) En déduire que pour tout entier naturel i, dim (Ker (u)) <.
2. On suppose de plus que U™ = 0.

a) Montrer que pour tout entier i tel que 1 < i < n,dim (Ker (u')) = 1.
b) Montrer que I'indice de nilpotence de u est égal a n.

c) En déduire qu'il existe un vecteur e de E tel que B. = (e, u(e),...,u""!(e)) soit une base de E.
0»1 Q /{Ahﬂi#—o /a/{w .’{36@{, U""/e.) :}bo)

M@‘i#&ﬂ) 47W\< 36 :,/el(/[e)/ oo, Uhh’/e)) < (ve )74}? /({L E
(Do Cond (B) _ di fE) (=)

Ay A At de modey Goe B, «¢ Lidee -

Sowt alurg ), )xl,,_} c @ el g WZJ/\ UM e) =0
Mudcons gue: (¥o&nn-z, \:_o),

(One e Neadvly+-- +2N, U o0 )

Nz
wavﬂb v PRI

’{:—O

- " —
>\O " [E) +>\¢ui),+ - O
=0 = o

L"’? Jﬂtf;>/v)/ UW: o)
:'> %OUM-'/Q) =0

= (se) co Ve 4o
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Soit U une matrice de M,,(C), de rang n — 1. On note u I'endomorphisme de E canoniquement associé a U. (E = c")
1. Soient r et s deux entiers naturels et v la restriction de u® & Im (u").

a) Vérifier que Im(v) = Im (u**7).
b) Montrer que Ker(v) C Ker (u*).
c) Montrer que dim (Ker (u"**)) < dim (Ker (u")) + dim (Ker (u*)).

d) En déduire que pour tout entier naturel i, dim (Ker (ui)) < s
2. On suppose de plus que U™ = 0.

a) Montrer que pour tout entier i tel que 1 <i < n,dim (Ker (u*)) = i.
b) Montrer que l'indice de nilpotence de u est égal a n.
c) En déduire qu’il existe un vecteur e de E tel que B, = (e, u(e),...,u""!(e)) soit une base de E.

d) Ecrire la matrice de u dans la base B,.

Ule) u{u{e}) U/U"ZS) U(U”(Z}
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Soit U/ une matrice de M,,(C), de rang n — 1. On note u 'endomorphisme de E canoniquement associé a /. (E = C" )

1. Soient r et s deux entiers naturels et v la restriction de u*® a Im (u").
a) Vérifier que Im(v) = Im (u®*").

b) Montrer que Ker(v) C Ker (u®).

¢) Montrer que dim (Ker (¢"%)) < dim (Ker (u")) + dim (Ker (u*)).

d) En déduire que pour tout entier naturel i, dim (Ker (ui)) < 1.
2. On suppose de plus que U™ = 0.

a) Montrer que pour tout entier 7 tel que 1 <7 < n,dim (Ker (ui)) = 1.
b) Montrer que I'indice de nilpotence de u est égal a n.
c¢) En déduire qu’il existe un vecteur e de E tel que Be = (e, u(e),...,u""*(e)) soit une base de E.

d) Ecrire la matrice de u dans la base ..

3. Montrer que deux matrices nilpotentes de M,,(C) de rang n — 1 sont semblables.

\gf%W{' L] ot )t Olwey matyites hril}mlm]lq e /\//n/q:) ,0): ﬂﬂﬁn? (n—2),
NModev e L 1) dont =l 4!«3 .

w lant //M/W?A;m Canpmtuernt apsocié & L] kB, |abar
Ci—dwus -

O
(Ona wad{a) - [ 4
B .

€ «\‘
O

%
1~
i L] o OQ Aot pldel s

.i_o

%VJ MCcé/cmL ,o/< m;me 71/.%/ /e ’M%ﬂ.(e

[
U . (O wrn fausfs

0
4 >
f(iw U/&{' ()Q Aot AM%L{{J

] i“_o
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Partie 3 : Réduction d’'un endomorphisme particulier

Dans cette partie K = C. Soit f un élément de L£L(F) vérifiant (idE, Therss f”_l) est libre.

p
On considere x¢(X) = ] (X — Ax)™"* le polyndéme caractéristique x5 de f, ot Ay,..., A, sont les valeurs propres
k=1

distinctes de f de multiplicités respectives m;, ..., m,,.

Pour tout entier k tel que 1 < k < p, on pose Fj, = Ker ((f — Axidg)™™)

1. Montrer que, pour tout entier k tel que 1 < k < p, le sous-espace vectoriel Fj, est stable par f.

Sek {LLAP . Mders Gue Fy ot 4 b, fm{
(On & (-0 w/é)m’“ b ] Gpomidert |
D 6t o (-3, )" et ARG g ]

C <A F o Addlde fa Z

Pr. ELAMIRI www.iamateacher.org



Dans cette partie K = C. Soit f un élément de £(E) vérifiant (idE, P ,f”“l) est libre.

P
On consideére xs(X) = ] (X — Ax)™ le polyndme caractéristique x5 de f, ou Ay,..., A\, sont les valeurs propres

distinctes de [ de multipﬁcités respectives mq, ..., my.

Pour tout entier k tel que 1 < k < p, on pose Fj, = Ker ((f — A\pidg)™")

1. Montrer que, pour tout entier k tel que 1 < k < p, le sous-espace vectoriel Fj, est stable par f.

2. Montrer que E=F, ®...0 F,.

E . e 9)
— o (%00) ( Cogly - Haclin)
= hes ( (ﬁ — >\4L4LJM°°° (,j# >\f";‘"/E>mr)
= R l{-Pu ] @ @ e (-2, T 9l e Prdacine 4,

Ma

10/5'2//»77#9'%% e H&\ﬂﬂw\x N "Cf"‘“ [es /;0/7”3%.& (X—Ad_) J - {X,)F)“f

ﬁ\}"“{" /0/0\1\0( a JUWV ’,\hf\m'fc(‘f f"\7(/< x|

Dl
“:E=F&...0F,
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Dans cette partie K = C. Soit f un élément de L(E) vérifiant (idg, f,..., f"') est libre.
p ,
On considére x7(X) = [] (X — Ax)™* le polynéme caractéristique xy de f, olt Ay,..., A, sont les valeurs propres
k=1

distinctes de f de multipﬁcités respectives my, ..., my.
Pour tout entier k tel que 1 < k < p, on pose Fj, = Ker ((f — A\kidg)™")

1. Montrer que, pour tout entier k tel que 1 < k < p, le sous-espace vectoriel Fj, est stable par f.
2. Montrerque E=F1@...® F;.

3. Pour tout entier k tel que 1 < k < p, on considere I'endomorphisme ;. de Fj tel que, pour tout x € Fj,
er(z) = f(z) — M.

a) Montrer que pour tout entier k tel que 1 < k < p, ¢} est un endomorphisme nilpotent de Fj.

Set 1446 4p .
S fﬂ_e"ﬁ(ﬂ) ) EIMI\W\MFL;GMC XN\,O’W'(’ 7m4 Ay [:ﬁ (Fﬁ Goad Sjlfl\[{?bd)‘(?g),

(In q ‘@L@ %(FA) o Quae ( V’”@FL; \&(7‘) = ﬁh)’)ifo
=7 Yl 00 = (jg)&fw) )(u)

P
=7 Q(ﬁ\ = iff; >‘f< HF&

2 "¢
Fr - 4&(/5— )4_ :'o/E) ‘ = Ywe Fy @» >\{_I?3}E> (*) =0

VV,I
E — D ud N\ K

"
:> keé =

@/494: (@4 fy Uw M/Mgfplmbme M/Fo%mvt al« F%\
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Dans cette partie K = C. Soit f un élément de L(E) vérifiant (i(lE, i f”_l) est libre.

P
On considére xf(X) = H (X — Ak)™* le polynéme caractéristique x5 de f, ot Ay,..., A\, sont les valeurs propres

distinctes de f de IIlultIpllClth respectives my, ..., My.

Pour tout entier k tel que 1 < k < p, on pose Fj, = Ker ((f — M\pidg)™")
1. Montrer que, pour tout entier k tel que 1 < k < p, le sous-espace vectoriel Fj, est stable par f.
2. Montrerque E=F, @ ... D F;.

3. Pour tout entier k£ tel que 1 < k < p, on considére 'endomorphisme ¢ de Fj. tel que, pour tout =z € Fj,
er(x) = f(x) — Az

a) Montrer que pour tout entier k tel que 1 < k < p, ¢ est un endomorphisme nilpotent de Fj.

b) Déterminer, pour tout entier k tel que 1 < k < p, la dimension de Fj.

Sk 14hsp. Que 420, cid (- eid m’\:o
o 721;(@ /X)
For arke Ny ok /(m&ﬁwc V& s pepes e {;.
Obt % 6 = ()™ o fy € 2R,
/ .
Q) k< /Jm,t,swau@ Qo 76&(;0 /Kj(x)

du-F P ‘
AR (Kox) T L TR g et e waidiak do
A=A v
Prc Sawde »O/!f'\f\[f:ﬁ) éw\-h'

A ; V’/iﬁiff d"’;““:ﬁ\ <mi

r
:
Lo E_@F,  <bo |deEo 2 du(R)
{L:’L ﬁ:i

[ W F
b4 )(/z(x) — 7T(>(~)&) ¢ = A(M{E):ZW‘&
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Dans cette partie K = C. Soit f un élément de £(E) vérifiant (idg, f,..., f*~') est libre.
P
On considere x7(X) = kHI (X — Ap)™ le polynome caractéristique x s de f, olt Ay,..., A, sont les valeurs propres
distinctes de f de multiplicités respectives my,...,m,.
Pour tout entier k tel que 1 < k < p, on pose Fy, = Ker ((f — A\gidg)™)
1. Montrer que, pour tout entier £ tel que 1 < k < p, le sous-espace vectoriel F}, est stable par f.
2. Montrer que E = F1 & ... & F),.

3. Pour tout entier k tel que 1 < k < p, on considere 'endomorphisme ;. de Fj. tel que, pour tout = € Fj,
er(z) = f(x) — M.
a) Montrer que pour tout entier k tel que 1 < k < p, ¢ est un endomorphisme nilpotent de Fj.
b) Déterminer, pour tout entier k tel que 1 < k < p, la dimension de Fj.

c) Montrer que, pour tout entier k tel que 1 < k < p, 'indice de nilpotence de ¢y est my.

Ovik 7549. Myadinms ﬁﬂ E/Mr'c, e M’Pm#qcf A< (Q& &y

W)
(D““ d%s ﬂ“k( &:o .
fﬁ Wlﬁ-—i
ﬂ/&/f ve Fesde @ MWM /CFM\ k@& :(:-b - _—
B o gun) g § 7\/0'1 l:\:‘:iw—"': ,*’?{‘ Wﬂﬁwl »(?w\c (efli — 0.
‘74/”-‘ ({'XJ;"‘JE ¢ — o A~ F:ﬂ .

Bhovc gue (Fige ({0 ug) =0 aw B pordifidin der
2 ’f"m / [es @,_}4- l'dé}m;\ O A4t / f’[’@”%wdg)mgk_i (oamo-f et
fons ok & dwx ; .

Alors lur wadei E_@-MAE)M“" o(f-){cfdaﬁ — QO
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o
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Dans cette partie K = C. Soit f un élément de £(E) vérifiant (idg, f,..., f"~") est libre.

P
On considére x7(X) = [] (X — Ax)™ le polynéme caractéristique x; de f, ot Aj,..., A, sont les valeurs propres

distinctes de f de multipﬁcmes respectives my, ..., my,.
Pour tout entier & tel que 1 < k < p, on pose Fy, = Ker ((f — Aeidg)™*)

2.

3.

Montrer que, pour tout entier k tel que 1 < k < p, le sous-espace vectoriel F}. est stable par f.
Montrer que E = F; &... 3 F,.

Pour tout entier £ tel que 1 < k < p, on considére 'endomorphisme ¢, de Fj, tel que, pour tout = € Fj,

er(x) = fz) — M.

a) Montrer que pour tout entier k tel que 1 < k < p, ¢ est un endomorphisme nilpotent de Fj.
b) Déterminer, pour tout entier k tel que 1 < k < p, la dimension de F}.

c) Montrer que, pour tout entier k£ tel que 1 < k < p, 'indice de nilpotence de ¢y est my.

Montrer qu’il existe une base B de E dans laquelle la matrice de f est diagonale par blocs, tel que chaque bloc

(X 0 .. .. 0 )
. :
est une matrice de M,,,, (C) de la forme A = |
.
\ 0 0 1 A )

@ha K — @ @F
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Partie 4: Cycles

Dans cette partie, on prend K = C. On dit qu'un endomorphisme f de E est cyclique d’ordre un entier naturel non
s q yclq

nul p s'il existe xy de E vérifiant les conditions :

o fP(xo) = xo.

. (.IU, flzo)s-ve, 1 (:v(,)) est une famille génératrice de E dont les éléments sont distincts deux a deux.

On dit alors que la famille (:L'n, f(zo)..., P! (:m)) est un p— cycle de f.
1. Soit (JL‘(). f(xo),...., frt (:1:(,)) un p— cycle de f.

a) Montrer que fP =idg.
{\J’( JGMW df wmotre Aﬂw zfu{’ @//‘E @QAC;dfh‘f tn 1’.313 [ \9€ch d( *&
,{ﬁiw\'-//( Ag){:ujwjlhfce [‘)(o, »g[—m), ., «gr‘i(yo\S.

Skt s o4 Lpa. Ove.

i (1%6) - 14 ({'6)
— 4{4[%) CC@( gr(ﬁo) :L)
:[‘dE (f"fmﬁ)

I f:['dg

Pr. ELAMIRI www.iamateacher.org



Dans cette partie, on prend K = C. On dit qu'un endomorphisme f de E est cyclique d’ordre un entier naturel non

nul p s’il existe z( de E vérifiant les conditions :

o fP (ﬂf()) = Ig.

. (:1:0, f(zo),--., frt (;1:0)) est une famille génératrice de E dont les éléments sont distincts deux a deux.

On dit alors que la famille (mo, f(zo)...,fP! (ﬁ:'())) est un p— cycle de f.
1. Soit (zo, f (o)., [P~ (z0)) un p— cycle de f.

a) Montrer que fP =idg.

b) Montrer que I'ensemble F, = {k € N* | (zq, f (z0) ..., f* 1 (zp)) est une famille libre} admet un maximum

noté .
I:)’o t b yne f\a»#«'}, ,.,Q,e_ {/\/.
?M‘A M@‘MJ"(W f\OfM /O/,(_ ”"AMU‘/ Un Mﬂ}(('MUM / Cﬁ\,{:ﬁl Un f/("g «?{and 6//{’{%1{’ P ,,,g S elfe
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goﬁ(molrfa nolle Rbsode  Cor E%?o}
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St e 2
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Dans cette partie, on prend K = C. On dit qu'un endomorphisme f de F est cyclique d’ordre un entier naturel non

nul p sl existe xy de F vérifiant les conditions :

e fP(xo) = zo0.

. (r(,, f(xg),..., -1 (;r:ﬂ)) est une famille génératrice de F dont les éléments sont distincts deux a deux.

On dit alors que la famille (zo, f (x0) ..., f*~" (z0)) est un p— cycle de f.
1. Soit (2o, f(%0)s.- - fP~1 (x9)) un p— cycle de f.

a) Montrer que fP = idg.

b) Montrer que 'ensemble F,, = {k‘ € N* | (;r:(), f(zo),..., fr-1 (m(,)) est une famille libre} admet un maximum

noté .

c¢) i) Montrer que pour tout entier k tel que k > v | ’fk (z¢) € Vect (.’L‘O, f(zq),---, =l (mo)).

/\)v\ & ‘)/:ma/( [F),o) —MmLK (%éé’/\/‘*/(—m, fﬁ?jh) L /Llf(-k)
Ahes o o fhd, - ) et
NSV G o f ) 1 L (D)

A/MJ/\J)’M‘J vwrn;leam"fbﬁfl hf/Cu/\er( ?uu :

: s
Vﬂ\?’)// géﬁo)ﬁ\?(cﬁ(fﬂo/j[%) - 4{ (’ﬂo))

Thaldafis ; ?W 'é‘:’?/ Ao
\/MM”V"/ 7\/“ . Z'Y/m) cC \ﬁ[CF(’)“o/J(’?fa) [ == ({ (’ﬂ;}) -

(\)uo ’>/‘Fﬁ77 a(ux (’Ma,f{[’)\o)/»'v j‘>/('}b|) {%/@ét/fd{lf’/w (ﬂ)
%9 O{U, h_./cjy 4 74 [ ngw <,L5M VIUU!-p[cL/ /\?V"“ «

s 4
akoq"af' o 4 —’_017..:1{ f”’o)‘f‘dyj ’)"o)zO
@ ‘ ‘ o
hod 017/ 790 , Lo Binem gm tual7 ok o(oMa+t--+d7,_44 () =0
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@N Q‘% t Ao = - —"“OL\/_¢¢O ( (& (’7‘0/« -7 Z‘/ﬁa)) f&/@ﬂ( '
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Dans cette partie, on prend K = C. On dit qu'un endomorphisme f de E est cyclique d’ordre un entier naturel non

nul p s'il existe x¢ de E vérifiant les conditions :

L ff) (:I,'[)) = Xyp.

° (;r(). i (7)) I fr-l (:1:(,)) est une famille génératrice de E dont les éléments sont distincts deux a deux.

On dit alors que la famille (:ru, f(zo)..., fP1! (.1:(])) est un p— cycle de f.
1. Soit (2o, f (z0),.... fP~1 (x0)) un p— cycle de f.

a) Montrer que fP =idg.

b) Montrer que 'ensemble F,, = {k € N* | (m(,. Fmn)y e s JO° (:L'(})) est une famille libre} admet un maximum
noté ~.
c) i) Montrer que pour tout entier k tel que k > v , f*(zo) € Vect (3:0, f(zo),...,f? (.’L‘())).

ii) Montrer que v = n.

(I o izy fho)c_, eck(Yo , ffm) (-, fﬁ))
= fhen, jé(w) < \ﬁfcﬁ(%,j{m)f»-y 4(97;4:})
= Yot dp-2, jﬁhh) € Jeck(o, ffm) (- [7;;))
B fuogac 1oy {0, - {4 ) 1 tne fancl gudic e
Alecs byer , ye eck (o, Jfn) - 4{7;;})
Tor tike (ol §7 ) 5 e el gl 4
(U (., 1b), .--,5/7/};:)) e Aibee .
Al ras {hw), u_?{)/"im)) At e bae ok £
Dt e £ _ y (1 cardinel) .

C&y 7:|/)
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Dans cette partie, on prend K = C. On dit qu'un endomorphisme f de E est cyclique d’ordre un entier naturel non

nul p 8'il existe xy de E vérifiant les conditions :

o fP (330) = Io-.

. (:c(,. f(za),...,fP 1 (.’L‘())) est une famille génératrice de E dont les éléments sont distincts deux a deux.

On dit alors que la famille (zq, f (z0)..., ol (z0)) est un p— cycle de f.
1. Soit (z(),f (Zg) ,-x - i (IU)) un p— cycle de f.

a) Montrer que f? = idg.

b) Montrer que 'ensemble F,, = {k € N* | (20, f (z0),..., f* ' (x0)) est une famille libre} admet un maximum
noté ~.
c) i) Montrer que pour tout entier k tel que k >~ ,  f* (zg) € Vect (2o, f (zo),.... 7! (20)).

ii) Montrer que v = n.

iii) Déterminer le nombre des valeurs propres distinctes de f.

(O”/‘ f)ﬂ‘ﬁlg alres ()(r_i) (hr Gu Pa(yné'w dnndlatwe e {
Ve Tl /(X1

%(f \}a/uff 7’>{‘-‘>7>€u ¢ i{ Ned-  exectemvl /cj fu‘Cr}/u.s dﬂ 772()()

/\)h ()(rﬁfl) (¢ Acnd< 0l s @ 4 a' ey /ﬂﬂ%u :
Asor 7%()() (h auys Acndd olae € o o' H0Gn /M%y .

"/OM [9«44: / /& V\W!ﬂo’t dr/ ’\QG(WLQ (3] df{ (s, 6{%6, o VIBW)-Dr( »C{U
MG Cine dtﬂz{[x) / AQLW 47 ,/Jeg(‘/T{(KD .

Nods o = 0)6%(771[)0)
(On s dlebico] ol L | car T /)%{x) ot doﬂxgm) .
M odcens gus Ad=n :

65‘7’)}0!&»«} Ifuu ol <Vl-— 1.

ol
[th 7,:({7(\ = Ao+ Qg X+ - Tﬂd XO/ + Xy /"" a”’ —/6@ -

Kb T]) =0 = Goidesvay |1+, 0 +g’
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2. [S6itiBys = (@0 [ (Eg) w50 , " (z0)) un n-cycle de f.

a) Justifier que B, est une base de E.
Oh b %: Ho/ jf‘ﬂa)/ /z"?';;)) (¥l Une gfwa”t ?{:\&a“\’t'(e .O/G £
& cd(By _ du (E)

/
@00\\ /32) ¢, Unc ]7‘?{f’ Ae;ﬁ:
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2. Soit B, = (zo, f (z0) ... ... , f" 1 (z0)) un n-cycle de f.

a) Justifier que B,, est une base de E.

b) Déterminer la matrice G de 'endomorphisme f dans la base By, .

16 (i) --- {{{m) 1({5)

I Y O -~ " 0 a1
ft) 1. -
W)(‘)[[E/): . 0 \

~

,
(
V.4 . o
n(:‘l'a) O \ o
O

O
\ b
. T

1‘““0) =¥
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Soit By, = (zo, f(z0)...... [ (o)) un n-cycle de f.

a) Justifier que B,, est une base de FE.

b) Déterminer la matrice G de I'endomorphisme f dans la base B, .

Uk
—2k
pre w
c) On posew = et et pour tout k € Z, Uy = , ol W désigne le conjugué de w.

ok

Pour tout entier k tel que 1 < k < n, vérifier que Uy, est un vecteur propre de GG associé & une valeur propre
o a déterminer.
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3. Soit M = (Mmk1),<4 1<, de My(C), telle que my,; = @w*. On note M = (M ki) 1cpens O M gy est le

conjugué de my, ;.

a) Calculer M M .

Sh“"‘{f j’ﬂ € ﬁi‘n], 0:44 '

MM _ v .
( ’)(a' Z M{Q' Mé’lj (/y[&_ =, a—fé't Mmoo wfcﬂ>

%.1 =" 157 4y =
:{LZ w% N’Lq; (%a w:é -w_ﬁ)
=
-'—ZM N_(é w%
T=1
o W%LU'JQ
te=1
(7)) = > (*)
4y by
C% 1 AY acﬂ,
Wﬁ)/o = Z 1 =n
U=t
Cm 2 M aﬁéf
(7)) = = ()
45 /)

: =  —nedg-L{n-s

= p{g-Lan-t
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3. Soit M = (m,:c'g)K,,“!<ﬂ de M, (C), telle que my,; = @k, Onnote M = (Wk,g)lqc_l(n, ol Mk, est le

conjugué de my, ;.

a) Calculer M M .
b) En déduire que M € GL,(C) et calculer M~!

(Onc MH -nT,

= M- (£7)-1,

,@,m( I edv /’tthdnllge (CZO’ I FG,LY[(QTQ
b —t_ LM
o 1=
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[ b bar .. b2 by

by by
4. Soit (bo,bl,.. . ,bnfl) eC"et H=
bn—2 bn—l
\ bt bu—z ... b by

a) Montrer que H est diagonalisable.

i Q . T li) NN |+ 200 &
b RN %. o
Q l_—,iﬁ |°00
e QY
L)Q ‘.\bn—d
n_ 0
4 2

1 Q 0 1 Q 19
0 N 5 1
/,/:L.o Q*"i +,g’1— X \\Q _l-Lf)_ ik —+ o0e
Q "y Qs oo
o 1
" . @
O
1 Y
::GZV)-A
h-* 2
H-obTo+b, G+ oo sb 6 4L G
n-1 L
He 72 b, G
ta=o
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by = ba
4. Soit (bg,bl,...,bn_l)eC” et H = .
bn—Z bn—l
\ buot buz ... b by

a) Montrer que H est diagonalisable.

b) Déterminer les valeurs propres de H et une base de C" formée de vecteurs propres de H.
V-1
A -1
/;)h /\2 . /_d/ — }9‘ Z E‘\@ '}:) , lﬂ”: @‘:’d" /0{1 °“°,0( )
4 / “b % h
=0
n-_1
Ho P Qo). P™* g QUx)= 2 bk
te—o

&(@) = Z b{,_ /D{L L /sD‘6 :C/fﬁg ("(16-} T O{nﬂ_J

T-o
= g by, dling ("(ﬂal fdwﬁ)
=0
— EAF diag (,"A o(f, | Lﬁ‘*’f)
ﬁ:o n-1 h-4L ﬁ
= 0,(’@3 ( v [a& d, ) eee %019& d, )

QD) = diag ( Qlag),--— V)
H- F .Q). P

@{@w Lo el fW&T\htj e H sk @(dd_)) o0, \Q(oln)
s QUK 2 ZL% x
Tzo
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Fin Partie 4
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Partie 5 : La dimension maximale d’un sous-espace vectoriel des
matrices nilpotentes

On note 7T le sous-espace vectoriel de M, (R) des matrices triangulaires supérieures dont la diagonale est composée
seulement par des 0 . On désigne par S, (R) 'ensemble des matrices symétriques de M,,(R) et par N D'ensemble

des matrices nilpotentes de M, (R).

1. Déterminer la dimension de 7.

A - Z /440 £1a

ié"fl<a~‘<h

— A V)'—’” 4 w7,
( ) ¢l Umt 'Oflt »OI'— T / uP ZVL G e,tm F/_
11 . .

1\4’“4’()&/1

?(\lhh £ ,olw( 7—}) = hz"ﬂ

2
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On note 7 le sous-espace vectoriel de M, (R) des matrices triangulaires supérieures dont la diagonale est composée
seulement par des 0 . On désigne par S,,(R) I’ensemble des matrices symétriques de M, (R) et par AN Densemble

des matrices nilpotentes de M, (R).

1. Déterminer la dimension de 7.

2. Montrer que toute matrice nilpotente est semblable & une matrice appartenant a 7.

\SM’ /4 Une Ma G WlfM?LmJ-L

(Dh (A 'X/A (7(\ :xm

A ’ILfr.?g'y,a/(*.oqgf /dlvm}jw i [ 7v>ef>/< 0.

/4 sk A)W{{q[{'( A Une \/n&d"ﬂ'(o f)l/nﬂ}/\?r)lclke /w?:l//;wﬂ. A

A ng Guld diy Ac Q’\—ﬁ?,;m]{ /Crm Q)

Aba AeT
[]
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On note 7T le sous-espace vectoriel de M, (R) des matrices triangulaires supérieures dont la diagonale est composée
seulement par des 0 . On désigne par S,,(R) I'ensemble des matrices symétriques de M., (R) et par AN D'ensemble

des matrices nilpotentes de M, (R).

1. Déterminer la dimension de 7.

2. Montrer que toute matrice nilpotente est semblable & une matrice appartenant a 7.

3. Montrer que M,(R)= Sp(R)® T.

) duie MTLCR) = i (S0 + din(T) 7
die MR =1

olwe S, (IR) = Wt
re

Jo T [?) _wim

26

Do diia MCR) < i (S0 + dia (T)

i) S(R)NT =24 ¢
St Ae SuryNT . Mo gue A —o

T a2
1 9 (

ACSURY = Mg efld, Ais -A;

=0 (corgya
A (\1 e faa) AL —_,0)

W) o ) Wum{— gue o | MWR) = SR @ C
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On note T le sous-espace vectoriel de M, (R) des matrices triangulaires supérieures dont la diagonale est composée
seulement par des 0 . On désigne par S, (R) I'ensemble des matrices symétriques de M, (R) et par A" D'ensemble

des matrices nilpotentes de M, (R).

1. Déterminer la dimension de 7.
2. Montrer que toute matrice nilpotente est semblable & une matrice appartenant a 7.
3. Montrer que M, (R)= S,(R)& T.

4. Soit F un sous-espace vectoriel de M, (R) contenu dans N telle que dim(F) > @ Montrer que
dim( S,(R)N F) > 0.

F JATAY ,d1 ’IY[VI“£3

On 4 \F CH - Mekes Guo di(S.00) OF) o
dhia (F) 7 2002

72”@%:49«) 71»0/7 f(’ﬁlo-(chJe ,0{' A»ﬁst«J )?Mc dw; (—%[lﬂ)ﬂﬁ) =0
Ay S (o) OFY -

= A (SR @F) = 4w (S, () +din(F)
C~Nv——— "y

L. v ni-n
e 2
<

= i (SR F) Y o (R))

(e gu et absvnde Cor (Sh(ua)@F) ot Aok o MLOR).

i ¢ | dialSatR) AF) o
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On note 7 le sous-espace vectoriel de M, (R) des matrices triangulaires supérieures dont la diagonale est composée
seulement, par des 0 . On désigne par S,(R) I'ensemble des matrices symétriques de M, (R) et par N l'ensemble

des matrices nilpotentes de M, (R).

wln-1)
2

2. Montrer que toute matrice nilpotente est semblable & une matrice appartenant a 7.

1. Déterminer la dimension de 7. —

3. Montrer que M, (R)= S,(R)@& T.

n(n—1)
2

4. Soit F' un sous-espace vectoriel de M, (R) contenu dans N telle que dim(F) > . Montrer que

dim ( S,(R) N F) > 0.

5. En déduire la dimension maximale d’un sous-espace vectoriel de M, (R) contenu dans N

1)

ﬁ 1\ & h( Q
g N, . J/lgdfm "?b"‘ OIWA(FJ < n-Cg—
FCWHA

o om / ’ P . o n (n-2)
Raogunss s A alimd ,c/’ffw o0 Gue d F)7 2=
Abs s 4) , o (Sam) OF) >

= SO F +{o}

O# ales A€ SalR) OF.
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Spt

C&d o SURYNFL |, G g s [dbsd:

Pr. ELAMIRI www.iamateacher.org



QW A /Ql’nSJ J/V\M‘}ft/ l?[/u\f A F gl Un Ay dk Mn[k) é""')l'fhu
d s \/r, x’a—fl dm(F)é n(n-2) )

e

%%/,94, < e T (sl Un Ay e PINR) Gutenv das N~ &
wiAdic A (T)nlst) [ dlepes 1))

<

/
@wl w%}t:

Zé‘ -d!V-"IN_((‘GM M& X 14 lo O/IU” e ol¢ /\[’h(’g\
(mdenv dm;”/}/(dr éﬁa# a hin-1)
/ 2

Fin Partie 5

- FIN DE L’EPREUVE -
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