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Morphisme de groupes

Déf :

On appelle morphisme du groupe (G1,77) vers le groupe (Ga,13)
toute application f définie de GG vers G2 vérifiant

Va,y € G, f(aTiy) = { (2)Taf ()

Vocabulaire :

i) Si f est un morphisme de G vers lui-méme, on dit que f est un
endomorphisme de G.

ii) Un morphisme bijectif est dit isomorphisme.

iii) Un endomorphisme bijectif de G est dit automorphisme de G.
iv) Deux groupes sont dits isomorphes s’il existe un isomorphisme
entre eux.
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Prop :

1) La composée de deux morphismes (resp. endomorphismes)(resp.
isomorphismes) est un morphisme (resp. endomorphisme)(resp.
isomorphisme)

2) La réciproque d’un isomorphisme est un isomorphisme.

NB (Aut(G),0) est un groupe; ot Aut(G) est I'ensemble des auto-
morphismes de G.

Prop

Soit f un morphisme du groupe G vers G’. Soient e et €’ les éléments
neutres respectifs. On a :

1) fle)=¢
2) Vz € G, f(z71) = f(z)!
3) Ve € G, Ym € Z, f(a™) = f(z)™

Prop :
L’image directe (resp.réciproque) d’un sous-groupe par un mor-
phisme de groupes est un sous-groupe.
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\/_/\
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Définition et proposition : (Noyau et image d’un morphisme)
Soit f un morphisme du groupe G vers G’. Soit €' ’élément neutre
de G’.

1) Le noyau de f est

ker(f) = f~'({¢'}) = {z € G/f(a) = €'}

2) L’image de f est
Im(f) = f(G) ={f(z)/x € G}

3) Ker(f) et Im(f) sont des sous-groupes resp de G et G’.

Prop : Soit f un morphisme du groupe G vers G’. Soit e le neutre
de G.

1) f est injectif < ker(f) = {e}
2) f est surjectif < Im(f) =G’

A hedoin |
@amo /q ha’dﬁ(l—éyw / 7"‘%/ W\Q’UA{—{/ (f/*’”v\ W)H‘F]mimm d,
fropos ed wyecti] | gu feet hedliger lamme yWIRE

Spp 161 =<
)4~ =e
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Sous-anneaux

Déf :

Soit (A,+,x) un anneau. Soit B une partie de A.
B est dite sous-anneau de A si et ssi

a)l€B
b) Ve,ye B,xr—y € B
c)Vr,ye Bxxy € B

NB :

— Il faut vérifier que 1 qui est dans B, non pas 0;
—un sous-anneau contient par définition 1.

Prop : Un sous-anneau est a son tour un anneau.

Morphisme d’anneaux

Déf :

Soit f une application définie d’'un anneau A vers un anneau B.
f est dite morphisme d’anneaux si et ssi

1) f(1)=1
2) Ve,y € A, f(z+y)=f(z)+ f(y)
3) Vz,y € A, f(z xy)=f(z)x f(y)

Vocabulaire :

1) Un morphisme d’anneaux bijectif est dit isomorphisme d’an-
neaux.

2) Deux anneaux sont dits isomorphes s’il existe unfmorphisme
d’anneaux entre eux.

Pr. ELAMIRI www.iamateacher.org



Prop :

1) La composée de deux morphismes d’anneaux est un morphisme
d’anneaux.

2) La composée de deux isomorphismes d’anneaux est un isomor-
phisme d’anneaux.

3) La réciproque d’un isomorphisme d’anneaux est un isomorphisme
d’anneaux.

Prop :
Soit f un morphisme d’anneaux de A vers B. On a :

1§4(0=0

2) Ve e AVn e N, f(z") = (f(x))"”

3) Ve € AVm € Z, f(mz) = mf(x)
)

4) Si xz € A est inversible alors son image f(x) l'est aussi, et on a

(f@) ™ =f(=™)

Noyau et image d’un morphisme d’anneaux
Déf :(noyau et image) 3
Soit f un morphisme d’anneaux de A vers B.

1) Le noyau de f :
ker(f)={z e A/ f(z) =0} = {0}
2) L’image de f :
Im(f) ={f(x)/x € A} = f(A)

Prop : Soit f un morphisme d’anneaux de A vers B. On a :
1) Im(f) est un sous-anneau de B

2) f est injective < ker(f) = {0}

3) f est surjective & Im(f) = B
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NB : ker(f) n'est en général pas un sous-anneau de A

;7
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