COURS MP

Suites et Séries de j
Fonctions

‘I) Modes de Convergences d’une Suite de Fonctions‘

| Définition 1 :| (Convergence simple)

Soit X un ensemble non vide. Soit £ un evn de dimension finie.

f et les fonctions f,, sont définies sur X a valeurs dans FE.

On dit que la suite de fonctions (f,), converge simplement vers f sur X si
et seulement si

Vee X, lim fu(z)= f(x)

n—-+00

Vocabulaire : f est dite la limite simple de la suite (fy,), sur X.

‘Déﬁnition 2: ‘ (Convergence uniforme)

Soit X un ensemble non vide. Soit £ un evn de dimension finie.

f et les fonctions f,, sont définies sur X & valeurs dans E.

On dit que la suite de fonctions (f,), converge uniformement vers f sur X
si et seulement si

Ve =0, INeN, Vn = N, Vz € X, |fu(z) — f(x)| 2 ¢

Vocabulaire : f est dite la limite uniforme de la suite (f,), sur X.

‘Proposition 3 :‘

Si (fn)n converge uniformement vers f sur X
alors (fn)n converge simplement vers f sur X.

Attention! : La réciproque est en général fausse.

‘Proposition 4 :‘

Supposons que f et les (fy,), sont bornées sur X. Les propositions suivantes
sont équivalentes :

1) (fn)n converge uniformement vers f sur X

2) lim | fa—f loe=0

o0

3) lim f, = f pour la norme |||/
n—oo

‘Proposition 5 :‘

S'il existe une suite positive (ay,), telle que

1) liHln—)-i—oo a, =0
2) vneN, Ve e X, || fu(z) = f(2) [[X an

alors (f,)n converge uniformement vers f sur X.
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COURS MP

‘II) Modes de Convergences d’une Série de Fonctions‘

‘1) Convergence Simple et Convergence Absolue‘

‘Déﬁnition 1: ‘ (Convergence simple)
Soit X un ensemble non vide. Soit £ un evn de dimension finie.
f et les fonctions f,, sont définies sur X a valeurs dans E.

La série de fonctions E fn converge simplement sur X si et seulement si la

n
suite de fonction (Sy,), converge simplement sur X.

oit Sp(x) =Y _ fu(®).
k=0

‘Proposition 2 :‘

La série de fonctions g fn converge simplement sur X si et seulement si

n
pour tout z € X | la série Z fn(x) converge.
n
Vocabulaire : Dans ce cas, la limite simple de la série de fonctions Z fn(x)

n

+o00 +o0
est la fonction z — Z fn(x) notée Z fn-
n=0 n=0

Proposition 3 :‘

Supposons que la série de fonctions Z fn converge simplement sur X, et

n
notons S sa fonction somme.

On rappelle que (Vo € X, S(z) = Sy(z) + Ry(z)); on

n +oo
Sn(x) = ka(x) et Rp(x) = Z Jr(@)
k=0

k=n+1

La suite de fonctions (Ry,), converge simplement vers 0.

Définition 4 : ‘ (Convergence absolue)

La série de fonctions E fn converge absolument sur X si et seulement si

n
pour tout z € X | la série Z | fn(z) || converge .

n

Proposition 5 :‘

Si la série de fonctions Z fn converge absolument sur X

n
alors elle converge simplement sur X.
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‘2) Convergence Uniforme‘

‘Déﬁnition 1: ‘ (Convergence uniforme)
Soit X un ensemble non vide. Soit £ un evn de dimension finie.
f et les fonctions f,, sont définies sur X & valeurs dans F.

La série de fonctions g fn converge uniformément sur X si et seulement si

n
la suite de fonction (Sy), converge uniformément sur X.

ot Sp(x) =Y fr(z).
k=0

‘Proposition 2 :‘

1) Z fn converge simplement sur X
Z fn converge uniformément sur X < n

n 2) (Ry)n converge uniformement vers 0 sur X

‘ 3) Convergence Normale‘

‘Déﬁnition 1: ‘ (Convergence normale)
Soit X un ensemble non vide. Soit £ un evn de dimension finie.
Les fonctions f, sont définies sur X & valeurs dans FE.

La série de fonctions E fn converge normalement sur X si et seulement si :

n

1) Vn € N, f, est bornee sur X.
2) La serie positive Z | fn lloo converge

n

‘Proposition 2:
Soit X un ensemble non vide. Soit £ un evn de dimension finie.
Les fonctions f, sont définies sur X & valeurs dans FE.

S’ il existe une suite (o), telle que

1)VneN, Ve e X, ||fu(z)] < an
2) Zan converge

n

Alors La série de fonctions E fn converge normalement sur X.

n

‘Proposition 3 :‘

1) (Z fn converge normalement sur X > = <Z fn converge uniformement sur X )

n n

n n

2) (Z fn converge normalement sur X > = <Z fn converge absolument sur X )
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‘III) Stabilité des propriétés des fonctions par passage a la limite

‘1) Intervertion de limites‘

‘Théoréme 1: ‘(intervertion des limites)
E et F deux evn de dimensions finies. X une partie de E.
[ et les fonctions f,, sont définies sur X a valeurs dans F.
Soit a € X.

J D) VrneN, lim fo(x) =1, € F

Tr—a
2) (fn) CU vers f sur X
1) La suite (l,,) converge

2) lim (iig}l fn(a:)) - lim< lim fn(m)>

n——+oo r—a \ n——+o00

Alors

‘Théoréme 2: ‘(Intervertion d’une limite et d’une somme)
E et F deux evn de dimensions finies. X une partie de E.
f et les fonctions f,, sont définies sur X & valeurs dans F.
Soit a € X.
1) Vn e N, lim f,(z) =1, € F
Tr—a

Si 2) an CU sur X

1) La serie Y_ 1, converge
Alors = =
2) lim (ZO fn@c)) = (Z_; lim fn<x>)

‘Théoréme 3: ‘ (intervertion des limites) (Adaptation au cas de a = £00)
E=R et F un evn de dimension finie. X un intervalle de R.
f et les fonctions f,, sont définies sur X a valeurs dans F.

1)VneN, lim f,(z)=I,€F
i T—+00
2) (fn) CU vers f sur X
1) La suite (l,,) converge

Alors § o) ) <lim fn(x)>: lim (lim fn(m))

n—4o0o \ z—+o0 rz—+o0 \ n—+o0
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‘Théoréme 4: ‘ (Intervertion d’une limite et d’une somme)(Adaptation au
cas de a = £00)
E=R et F un evn de dimension finie. X un intervalle de R.
f et les fonctions f,, sont définies sur X & valeurs dans F
A) Supposons que X est un intervalle non majoré de R.
1)VneN, lim f,(z)=10,€F
r—r+00

2) an CU sur X

ors i (3500)) = 3~ 1m0

B) Supposons que X est un intervalle non minoré de R.
1)VneN, lim f,(z)=10,€F
Tr——00

2) Y fo CU sir X

+0o0 “+o0o
Alors lim (me) =Y lim fu(@)
n=0 n=0

Exercice d’application 1 :

Si

Si

—+o0
1
Considérons la fonction S : ¢ — E el
n
=1

1) Montrer que S est définie et continue sur R.
2) Claculer lim S(t).

t——+o0

Exercice d’application 2 : (CNC 2017 MP)
Pour tout x > 0, on pose

—+00

plw) = ; n(1l + 2nx)

+o0 1
On d — =
n donne Z 3
n=1
1) Montrer que pour tout = > 0, ¢(z) est bien défini.

2) Justifier l'existence de la limite quand x tend vers +o00 de p(x) et déter-
miner sa valeur.
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‘ 2) Continuité ‘

‘Théoréme 1 :‘

E et F deux evn de dimensions finies. X une partie de E. Soit a € X.

f et les fonctions f,, sont définies sur X & valeurs dans F.

A) Si< 1) Vn € N, f, est continue en a
2) (fn) CU wvers f sur X

B) Si( 1) Vn € N, f, est continue sur X

2) (fn) CU vers f sur X

> Alors (f est continue en a)

> Alors (f est continue sur X)

\Théoréme 2 :‘

E et F deux evn de dimensions finies. X une partie de E.

f et les fonctions f,, sont définies sur X & valeurs dans F.
1) Vn € N, f, est continue sur X

Si{ 2) an CU sur X Alors (S est continue sur X)
n oo
avec S :x —> Z fn(x) sa somme.
n=0

Exercice d’application :

cos(nt) .

+0o0
Considérons la fonction f :t+—— Z

n2
n=1
1) Préciser Dy ; le domaine de définition de f.

2) Montrer que f est continue sur R.

NB : Des fois la convergence uniforme est délicate a établir sur X ; on utilse
alors le résultat suivant :

‘Corollaire 3 :‘

E et F deux evn de dimensions finies. X une partie de E.

f et les fonctions f,, sont définies sur X & valeurs dans F.
1) Vn € N, f, est continue sur X

Si| 2 Z fn CU sur tout compact de X | Alors (S est continue sur X)
n

NB : Si on est dans £ = R, on montre la convergence uniforme sur tout
segment [a,b] de X.
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Exercice d’application :

“+00
1 1
Considérons la fonction S : t —— E < — ) pour tout t € RT.
n

n+t

n=1
Montrer que S est continue sur R,

‘3) Intégration terme a terme‘

‘Théoréme 1: ‘ (Intervertion de limite et intégrale))

[a, b] un segment de R et F un evn de dimension finie.

f et les fonctions f,, sont définies sur [a,b] a valeurs dans F.
Si( 1) Vn € N, f, est continue sur [a,b] >

2) (fn) CU wvers f sur [a,]

b b
Alors lim < /a fn(t)dt) = /a (nEToo fn(t)) d

| Corollaire 2 :| (Intervertion de 3 et [))
[a,b] un segment de R et F un evn de dimension finie.
f et les fonctions f,, sont définies sur [a, b] & valeurs dans F.

1) Vn € N, f, est continue sur |a,b] b [+
2) an CU sur [a,b] Alors/ <Z fn(t)> dt
n a n=0

Exercice d’application :

n

Pour n > 1, on note ¢, = %—lnn
k=1
On rappelle que (¢,,), converge vers la fameuse constante d’Euler 7.
400
1 1
Considéron la fonction S : ¢t — Z - —
—\n n+ t

Montrer que :

) S est définie et continue sur [0, 1].

/s
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‘ 4) Dérivation ‘

‘Théoréme 1 :‘
I un intervalle de R et F un evn de dimension finie.
f et les fonctions f,, sont définies sur I a valeurs dans F.

1) Vn €N, f, est de classe C sur I
Si| 2) (fn) CS vers f sur I
3) (f]) CU wvers h sur tout segment [a,b] de T
1) f est de classe C' sur I
!/
Al i = [li ! I =
ors| 2) < lim fn> nggloo(fn) cad f'=h

n—-+o0o

3) (fn) CU sur tout segment [a,b] de I

‘Corollaire 2: ‘ (Dérivation terme a terme)
I un intervalle de R et F un evn de dimension finie.

f et les fonctions f,, sont définies sur I a valeurs dans F.
1) Vn €N, f, est de classe C' sur I

2) an CS sur I

Si ~
3) Zf{l CU sur tout segment [a,b] de I
n oo
1) S= an est de classe C sur I
n=0
+o00 ! +o00
Alors 2) (Z fn> _ Zﬂl
n=0 n=0
3) an CU sur tout segment [a,b] de I

Exercice d’application 1 :

g
Pour tout ¢ €]0, 4+o00[, on note S(t) = e
n

n=1

1) Montrer que S est définie et de classe C! sur |0, +ool.

2) Que dire alors de sa monotonie ?

Exercice d’application 2 : (Fonction zéta de Riemann)
+o0 1
Pour tout ¢ €]1, 4+o00[, on note ((t) = Z T

n=1

1) Montrer que ¢ est de classe C! sur |1, +oo|.

2) Que dire de sa monotonie ?
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| Corollaire 3 :| (Classe C*)
I un intervalle de R et F un evn de dimension finie.

f et les fonctions f,, sont définies sur I a valeurs dans F. Soit k € N*
1)V neN, f, est de classe C* sur I

2)V0O=<p=k-1, Zf,(;’) CS sur I

Si -
3) Zfr(;,k) CU sur tout segment |a,b] de I
! 400
1) S = an est de classe C* sur I
Alors n=0

+oo
V1=p=k P =3 P
n=0

Exercice d’application : (Fonction zéta de Riemann)
+oo 1
Pour tout ¢ €]1, +o0], on note ((t) = Z

n=1

E.
1) Montrer que ¢ est de classe C2 sur |1, +ool.

2) Que dire de sa concavité ?

| Corollaire 3 :| (Classe C*)
I un intervalle de R et F un evn de dimension finie.

f et les fonctions f,, sont définies sur I a valeurs dans F.
1)VneN, f, est de classe C*> sur I

2 n CS sur I
i ) > f

3)Vp =1, Zf,sp) CU sur tout segment [a,b] de I

S

+0o0
1)S= an est de classe C™° sur I

Alors n=0 Yoo
2) Vp = 1, SW =" fP)
n=0

Exercice d’application : (Fonction zéta de Riemann)
+oo 1

Pour tout ¢ €]1, +o0], on note ((t) = Z
n=1

Montrer que ¢ est de classe C* sur |1, 400].

nt’
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‘ IV) Approximation Uniforme‘

‘Théoréme 1:

Soient F' un evn de dimension finie et [a, b] un segment de R.

Toute fonction continue par morceaux sur [a,b] & valeurs dans F' est limite
uniforme d’une suite de fonctions en escaliers.

| Théoréme 2 :| (Théoréme d’approximation de Weierstrass)

Soit [a, b] un segment de R.

Toute fonction , réelle ou complexe, continue sur [a,b] est limite uniforme
d’une suite de fonctions polynomiales.

Autrement dit :

Il existe une suite (P, )nen de fonctions polynomiales telle que

im || Py —f =0
n—

“+o00

Ou || f [loo= sup{ [f()] / = € [a,b]}

NB :
Ceci traduit le fait que 'espace des fonctions polynomiales sur [a, b] est dense
dans l'evn C([a, b], K) muni de la norme de la convergence uniforme.

Exercice d’application :

Soit f € C([0,1],R) vérifiant

1
Wn €N, / £ F(t)dt = 0
0

1) Montrer que VP € R[X], /1 Pt)f(t)dt =0
0

2) En déduire que f =0
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Solution des exercices dapplications

Exercice d’application 1 :

400

Considérons la fonction S : t — E
n==l

1) Montrer que S est définie et continue sur R.

2) Claculer lim S(t).

t—+o00

1
n? +t2’

Solokin s
4
St) =%_MT+J?
1) ~) q///«?w S ot o}cﬁ{mf 2un R
Pik Lok, FINagh democrs e SE) enishe
(\)V\q N
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y AL (N €
o Renvic Z e
N4
Clok vne /fltrl'c A ey jk_"‘f‘h]‘
4
/—\/ 2

I/{p 7M ""EA V) = An "

'%, f{m /a /61;{(, Z‘i—- 6»\'\)!/?( (SUH d-c ?{Nvm d~‘3>__\
Wit

- émw%f :

dew j‘ AL;“’ Z wt

V\7l L

Pr ELAMIRI www.ilamateacher.org



%f{m S exsyde 0

A/L)ﬂ/”‘?‘"” S otF Cg.,“«ll;hlﬂ Awh IK

QOuhl

E et F deux evn de dimensions finies. X une partie de E.
f et les fonctions f,, sont définies sur X a valeurs dans F.
1) Vn € N, f, est continue sur X
Si| 2 Z fn CU sur X Alors (S est continue sur X)
n

400
avec S:x+— Z fn(z) sa somme.

n=0

@ma: (*LJ?EKIS%):%:&,{Z)
Nofns f () L how b w2 ok FER
¢ ’ {“ ) I/\I"—Ft& fmf !

@W o Tt 9’“ S d- Guhnnt 8n IR/J,JM;M% ofe
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Vl7li

%_@yﬂﬁlq 1 . | |
£ i 2, b vk o IR 08 Eperchins S
N

{aﬂ(%_; CmKnurd .

st L)
Fl Aq\f‘ﬁw} 7@\9« mm e L}Mt [« ,ae/q}, 2_’1% Conlerp

V\7/4
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S’ il existe une suite (ay,), telle que

7@@\# 2fors N4 A teR. Oua: (1)v§:ew,\me X, |fn{:r)|<an)
2) «,, converge
o) 4 (= "

Z _‘_Z‘ 4 Alors La série de fonctions ; [fn converge normalement sur X.
4 'S
O}-( ZF‘ G«,\\)V'X}L ( Hw\c\w)
7 2
I ..
//D GM\ !a A+ Z{h Cwo(,g( “emakmrvn'-/éw/ IR
Wh 1 D

2Y (sl culom ke 5):

. . =
Pl M PN

(O ~viswe & pocmke lo oot Aguboles b b 2
Qukl

[Théoréme 4: | (Intervertion d’une limite et d'une somme)( Adaptation au
cas de a = £00)

E=R et F un evn de dimension finie. X un intervalle de R.

f et les fonctions f,, sont définies sur X a valeurs dans F.

A) Supposons que X est un intervalle non majoré de R.

1) Vn € N, 11111 fal@) =1, € F
23 Zf” CU sur X

+o0
Alors ngoc (Z fn(x) ) = Zg-lﬂl—lx fn(z)

n=>0 n=0

@W flSv\?W 7’\1/1muJ-L///9V\ \}‘f/fifﬁwh I(J 7&,&},5 A &
V4, b 1) =4, € IR

L5 4o0

)Zda Arie e /}w\hm 24 C LU a2
DE
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Exercice d’application 2 : (CNC 2017 MP)
Pour tout z > 0, on pose

+0c .
olx —
P(2) 2:1 n(l+ 2nx)
n=

o | 2
[
On donne E —- = =
Al b
n—

1) Montrer que pour tout x > 0, ¢(z) est bien défini.
2) Justifier I'existence de la limite quand x tend vers +o0 de p(x) et déter-
miner sa valeur.

Falulin, : = > i

..
1) Pk zyo. oM@l b dGni
E * 4 X[ -Lf
(e &6(1) (WOL’;;'M & L4 omn (A4 2n %) -

1

/ >
= L q /G c _— 61\0“
< = - n (142n2) X/Q

h)l 4

A A .__d:_
’Qg‘[g.\c —~_/ * I .

( 14 th) N 45 Zy,&,—)( Zn

% Z @'”‘\W&t ( Riewaenn 13 =2 7 4)

V\
N1

Z)Bu /pa,ébm, /jaQ‘Iw\?c Z — GW\WS})

+£h‘20

ﬂ{»\,@ () md%&;. B
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.]llstiﬁvl‘ I'existence de la limite quand x tend vers +o00 de ¢(x) et déter-
miner sa valeur.

*,pn :1 . .
L= %m (Z n (142 1)) L ek fleu xpac
Az o0 1> W= 1

A Ql.:/lijm-nw Aa '@G,W.

QDukl

|Théoréme 4: | (Intervertion d’une limite et d’'une somme)(Adaptation au
cas de a = +00)

E=R et F un evn de dimension finie. X un intervalle de R.

f et les fonctions f,, sont définies sur X a valeurs dans F.

A) Supposons que X est un intervalle non majoré de R.

1) Vn € N, lun falz) =l € F
an CU sur X

Alors lim (Z fn(:rf)) ngglw folz

n=0 n=0

’\y/%,’f/wu o> alux f@wﬁ»i& Dvanty
’Vh? 4/ -gﬂ‘f 4”(1) r_—.zgn € ”Z

A 5 +00

]9) R4 birie e /7}\9“(%1 Z»ffn CU ar Joj+ool .

h% 4
{ x
Ay S
A ) (14202
Qw Q)
y&d/ n§/fL .
D
O b d (5 = S
e+(£l(u Lotos N(1+2NK)
A _ L e
Moroe N. RN 2n* ]
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~///9'4’7’fﬂ’“3 //4 éﬂ\}(fg‘mff Nomale d/ :IDI“I’WE:

S7 il existe une suite (o, ), telle que

NVneN Ve X, [Ifu(z)] < an
2) Zan converge
n

Alors La série de fonctions E fn converge normalement sur X.
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Exercice d’application :

it
Considérons la fonction f : t — Z CO\( ) :

n=1
1) Préciser Dy ; le domaine de définition de f.

H

2) Montrer que f est continue sur R.
Feduin :
40 )
(s(nt
(On a ;f{é) = Z —z

SL B
fﬂ’“" LéfR-O““l'
Le Dy & {09 exvhe

_\_00
/A w ¢ _(EE_(E_{:;)_ € )(.\J""
o> Le A Z_~ ~
&> La et Z &7’(_%__,) fem\?‘/g’
Wy n*

b NFYL o S i P Go("E) Gomirr§e & bsehamnt :

Cc lfw / o oz
(e (tns, |602] 25) o 2. 25 G
n w7
9\194\\_ Z /ﬁ:_\ﬁz’:/ Guovge .
V‘7li
2L 12

O
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@.\h)m rer que [ est continue sur R.

(l)n 6 9 (V’fc/p\/,g[f);z_({n/{’)) o ?ﬁ[{:): 63(:'15)
n=1

n

/@) Vn?, 4—, jn s {71_,,7 &[n___q_,‘) ¢ 5 (onAnu < A /R-

[0) x”‘ é&/ffv /Q’t ,fm-;‘t% Z'/{/« &4\94/5(@ c/w'\%/}/—/g\
iy 4
%“ j/uff
[ n m{gqhn\ ,?«'c//c ém\')crie 1 ovmgfement A IR

jﬂ’um?l a/;_(; n7/ 7) A FelR. (Ona
L] - 1@t
4

IN

4
/‘I
4

A Z L g

n7,1,

:Z)}OA}\ /4 ﬁé‘/ffl ﬂ/* ,{@n&/mu Z% @Wic Vl&/m.f/emen’/'AM IR‘

m7/4-

& on | A7) ) e /?W"L/cgﬂ éw‘khucAmflj
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Exercice d’application :

4
. : . 1 1
Considérons la fonction S : t — E - — pour tout t € R™.
T \n n+t
n=

Montrer que S est continue sur R*.

Yoluioa, ?
2 .

SH)=_ 4ty {#)-L_*
n ! " L

_1 YEES

M Gue St Gk s KT

@M mf?«'lfo/ /’7% SM— (‘}nﬁl{mc A /R‘r ;,a'h \9‘:/\'71{1’. s
dwv{ fw‘f"“tlf zﬂmf\}mits :

\ T
%a)vnv,a g FF Grfinus for /4

.’_.
b) L Birie dejwj ClLl Av Hout ,Qaamm]— [:mbj d 1K .

Dons a)
Dok w2y doibis Lo X b Gofime A IR pon opercha)

N N+t

duc ey ,feu(—/zéu GG=hihues .

Pos 1)
P wvadrs G Ao bire e 194411«1 CLI A IR | i moiucere

,éiwt'tﬂe @mwug( hvww’fmm-l’ b IRT.

S’ il existe une suite (ay,), telle que

' NY¥neN, Vze X, |fu(@)] < an
fg{ﬁ,‘!" alﬁfj Y\>/ 1 -(’/l' -/'é lﬂ_r ° ( 2) Zan converge )
O h & Alors La série de fonctions Z [fn converge normalement sur X.

n
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.t (oh dite 4 Hibananon e L)

b e Lab)CRd
W h+t 7, N

mh Z% &movgc (/j?l}mqnn‘. d=2% 1)

il

2% do Hicic e fpching CH A Tab ] -
Gt Set Gt e R

——

7aN

Sr-

O

L]

—
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Exercice d’application :

n

1
Pour n > 1, on note ¢,, = Z i Inn.

k=1
On rappelle que (¢,), converge vers la fameuse constante d’Euler 7.

1 1
Considéron la fonction S : t — z (— i f)
n n

n=1
Montrer que :
1) S est définie et continue sur [0, 1].
1

2) S(t)dt =@
0

Felukin 2

Stt) = pr’“ﬂ o fH). L L

n  n+k

1) ) 4/%(71» St dé,{{nir s [Lo4],
Fok +¢ Loi). M G SE) easde.
/a“ G oo

1 "—/l:—" i34
S ¢ e &> La Aemme Z (7 —— 1 e Xisd

h= 12
/. 1
&> L& pecie % (Tﬁm—%) qug
7
_{_:
e - 6’"\,({36
<7l~4‘ ,00({ % " Vl—l/&)

+
@hﬁ ———_-!?—-’\/*""

I/](VJ»HE) N—> o V\L

@h Z————- @“'\\ng{ (//\)wmahvwol 2>J)

nye
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4’— ﬁwvge :
"2 n V”Pe)

@/pﬂ; SG)(Q%

2) &) M Gu Set Grkme v Lod].

94/555 Ja /J&/r(c ’flroﬁﬂc

qu: S(‘é Z_%Hﬂ 19"\ ,{H?)ﬁ_.fﬂ———-

V\:,

Dor vapneee Qui S ot ik i e s [0,4] , e $<iie o
doarx f»m}r dwbants :

Q) iy 2y o b Grtinne o Lor]

% b) ba Bl e 19\#%1 ClLJ Av Toi1)

P @)
Toik T 4‘,);4,-;_9 Lt b Gubinee A [,OI’L] 7@7 97\@./4%)

n VH—Jc

e Jes jmw G hues

Bor b
"Pre bt ot Lo Bir df#ﬁxﬂm CLI A § 00 i],m ke

ﬂwl’f-ﬂe C}m\?«/g( V)Qfmdfmz\n"’ Bus Eolf«g.

S’ il existe une suite (a,), telle que

y%’tﬁﬂ{ a[af) V\> 4 'd "lté [0143 . 1)VneN, Vz e X, ||ful)] < an
O / ( 2) Zan CONVeErge )
h G ° 2

Alors La série de fonctions Z fn converge normalement sur X.
n
)= -+
FES
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/fﬁ, /rf)/ = (Oh dik e debanane: e Jc,)

4'—4__ £ ¢ “:9[:0\_’1:(
S n+tY, N

/Jh Z}% &Tm?cfgc (?ffmahn‘. d=2% 1)

iyl

Do Lo beic e fockine CN A Tort] . -
W L ¢ Gk mue WEU[Q.
bda, S . -

2) M Acons /gmer(+)d#:f‘(

. i I = ; l —Inn
f S(Jf)d#:j [%ﬁ-— —-f—;lc)) d+ ; -
Q f) =

@'n ﬁw'fo&t @\-h/\%/%kf AN €C 2 i

(Duki]
1) Vn € N, f, est continue sur [a,b) ]b (f : )) f (/b ) )

Si p— Alors fa(t) | dt = fa(t)dt
% ;fn v ) @ \n=0 n=0 \V@

(On mowe alea Loy olwx 7&*‘{1 Bayands
Q) ¥ L 4n3£#—)—i-"—-*~:j_‘::£ N Cuhinue /Aa/LOI/__L]
L)l Alrie e 'JWJ Z;fn CLI A Tor4)

71

‘ /AN /&A .
Ce o mrdﬂq mecicd e f1) 0]
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f Spydb= | (2 (= —~——Yijc)> d+
0 h =
4

I
N3
{3
\ Mj
l>:-~[IA

r

Ms

@n(f%i) -/fnf))

n 1
n = - —
( ; ,‘ 1n

= /&M Z% _ A (VH.LQ (/almvmme J—élf)us]b}cyw)
N
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Exercice d’application 1 :

Pour tout t E]O +x[ on note S Z

n=]\

1) Montrer que S est définie et de classe C'! sur |0, +o0/.

n+t‘

2) Que dire alors de sa monotonie ?

SH) = ,f{e) m;fﬂ:)ﬁﬂ_

1)) M Goc St Aefiic s Jope [
:708"" ‘rLG jOl-r'paE . ,\/M?Mc S(%) eS¢ .
(e

NS
S e X\e &> La Aomme Z L e Xisde

e 4 ,0(/{& Z_ (Hl) G’\\’V‘S,

ke 5
Ci (PM W{' Mo Cor C’t‘df Une¢ A(fu'f, &'./'/UH-c{f Ul_’(f\"‘ /“A (n%)@/i
b dferorgante de dmide nollc
2l S extde

\D/\
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1) j\}\,) ﬂ (%M, S et O O/quf C-_AW jo,-koof.

n+t

S(’f) _—:f;/fh“ﬂ '3/9:\ ‘f&); Hh_
n=1 "

(Jut/

1) Vn e N, f,, est de classe C* sur I
2) fn CS sur I
(2%

n
3) Z fn CU sur tout segment [a,b] de I
n

S

( .
1) § = Z fn est de classe C! sur I \

n=I()

+0C d +00 |
Alors 2) (Z f,,) _ Zfr’r _S
n=() n=I(

@W IS Sen 4’“( S ot dfo/q,,, CiAw 3911"’0"[,;,(,%#;& ol
\)d/»i (e by f»@wH Ahf\/“an-l-S :

4
CL) SVLV)\[/ 4, {v\ X/ dt Clallt C Awnv jorl")"g
b La s J- {%c%u Zj&m CS e Joeef .

n7,4_
&) L pery de fonchins = U e Aok Jaik) Cloe]
V\7,4_

Pr ELAMIRI www.iamateacher.org



" Dor 6)
¥y 4, {,\ v dv Claw Ci,aw Jotof, , 97\//1“%&5“ w7

1

Des z)g«m Coons e C e C .

"Jpr b)
La /Qﬂ(flt L',f {%C‘M Z:ﬂm C,$ Ay joi'l’poﬁ?
"t
g/ ok dice = Y4 e ol la s hum Z%’l ) §“WS)

n7 4

Ce Gulen avert mon el 1 1)) .

/JDM c)

L« pde fe'hc%évd ZIL: C LI o Jmt- [a(laj C]‘Of*'w[?_
Ny, 4

7M [@5} O]oﬁaoi.
Mondny que L pdere e fonchin =4 cuoefat)

e
/Am%m& Ole M« hrer Q (an\Qrf}%(f nw’mqb A Ea bj

S’ il existe une suite (ayp )y telle que

%“LM” Jo-3 ”71‘{_££ La. t’:] (1)vieNVean(a:)|<an)
W +] 2) oy, converge
/{ /(’E)/ (u' ) Alors La série de fonctions converge normalement sur X.
n n ‘H’Z) Zf g
\ Repe!
= =
()™
1 nos 2o
\< = (Cw (n+t) 77w zH?,O)
1) o
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O 5 2 Gutegy (Kuwan s 4247 )

V\7|
Abrs o pdee A Jorcshing > 4] Comdg, normelomrt ¢ [}
w4 D

1&%%

_> 8 ¢ - o’v Opqur CLAJ 30(4»90[
> n4l

-|-’>0
s YeeTowsf, S )= 2y O
phered ) %7{?” ) (nak)*

\ B i ||

2) | Que dire alors de sa monotonie ” \

S - de Clone CF o Jarof & 04"

> ntl
l (<)
Ve eTor=t, S )= 2 [

: ' ] alt pa Avim ¢
2 it do &) ch ol Joiaeie e

2 ‘. v
x> ngl : L h e dene & lerace
(1) Ak _(_'_J_)__E / fw‘”o?’”‘ C
. ! (//++/)
(n+£)

L geide [ (b Delrnymde A b fe nalle
”‘/ 7 s n+t
W

(’V%CJO,—M;[ ey O)
%{L e _9 edr (r\mfam[. A jO,—rooE.

1= exerci ce
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ﬂ@p(} . (ka:c ﬁ/};(c\’al 7@(/0 /M:IFJ 5/7(5,”{?9

- (Critére de Leibniz).
Soit (au, )n=n, une suite décroissante de limite nulle. On a :
1) La série alternée Z (—1)" v, converge.
n=mng
2) Vn = ng, signe(R,) = signe (du ler terme dans R;,)
3) Vn = no, |Ryp| 2 |du ler terme dans Ry,|

+o0
4) signe | S = Z (=1)*ay, | = signe (du ler terme dans la somme S)

k=no
400
ou R, = Z (—1)*ay,
k=n+1
B 1 : Ceci vaut aussi pour la série alternée Z (=) ay,.

n=ngp
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Exercice d’application 2 : (Fonction zéta de Riemann)
+00
1

Pour tout t €]1, +o0[, on note {(t) = —.
n

n=1

1) Montrer que ( est de classe C! sur |1, +00|.

2) Que dire de sa monotonie ?
Fodutin, 2
j ) = ,{ (£) 5 o ,{ H:)-

&) Mgn § oSk Chw C s T

&) fora ﬁu,f(%)ﬁ

=1

oy,

1) Vn € N, fn est de classe C' sur I
an CS sur I

Zf,, CU sur tout segment |a,b| de I

Si

( 1) $ = Z fn est de classe C* sur I \

+00 d
Alors 2) (Z f-,,) _ Zf“ _

n=I()
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Pin mochen gne § b ok Clow C™ mw Tt il auffe O
\7(/\'4(6),&/ [ /1,91»17111 /&l\}’anls 3

) Vvﬁ/if {,\ o dr Clat C Air jj_,+00£

b) La pda de f&hﬁ‘vﬁl ZZEM CS D ji,wo[.
n 4

) La pdie de fonchin %ﬂ; Ll ow Aot Jab) Cler]
/

" Dor &)
Vﬂ} 1, {h et Clau Ci/dw jj__,—t-DoE ,7107 efwﬁﬁ%éﬂ /7

1

Des z]ﬂm Coons e C}al/u C .

" Dpr b)

La Adre de f&hf‘)‘véﬂ Zim CS b ]i,f@o[?
ny 4

ga Nk dire 6}« V-"Gj_{(f’k’Lf ,ﬁ A&ao hum Z%n(}) @WS()

w7 4

O

Yok clers £ 6 J24f . Onc
Z%n(f-) Gv\\%fgc <>Z_ z (P

(4 t Eil“ ( g}

O{@—;\ L« Ay A ‘fwc%vu Z:Bm C/S A ]_’1_,+Do£ J D
N 4
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/)DW c)

L v, e fmebins 54! €1 e At [oit) Chel ¢
ny 4

yﬂ%‘ [4 ’9] O]l,—t’boE
V%x%ola’ﬂuJ n?uxn' « Ay A fwcm 27,4 C_ L ow }:9»9.
AM%"’& O’r M e ﬂ 6%\9((%(: ‘f\%-fwm’: Za Ia]..

S’ il existe une suite (o), telle que

\?yﬁ’l..'b‘”{_ﬂm n?/.d'(jb.éf [atg]' (1)Vn€N VJEEX'f ’ O,
L 2) Za converge )
/)] | =
Alors La série de fonctions Z fn converge normalement sur X.
s
_ L 7 Repe!
m—b

_lun.t
™ o gl )
= n,Q n.t
_hin.a s
< N

lun . C C, va(\yu\
b

WJ‘}\[//W Z han Gu..yfg, U /fw'vu{ 2 (Eer—’-{mc' )

Aletin l Hoows I'a’sfﬂ""'”

0
Pow 14C K4 (o R Yo P
0\/\ V\C_ _L_‘_'L_V'—- = {/“WC ~ O i s
ne no h—>+o C () amlt C‘T-»f‘“”“
lun
‘V:&'
N o
:? _1: Ny =

/gm Lo (7) ole> Z W Gt
A < % cr o ’
,%Z; n & n),i_ IﬂoL D
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%/{A;u g s Ok O/qm C-—Aw 31[.‘.@0[ )U[»v—nd\ 3

420 —=2
Vi eJuel, §'10)= %jﬂlm: -f;:

g et d’t’ O/qm C—AW jil-i—/,)og )U[-ma:f
Vi e el §'10)= Zuﬁj <o
4

Q),I#«i j ) Jelrgre ome /WJ ,ero[

—
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Exercice d’application : (Fonction zéta de Riemann)
+00
1

Pour tout t €|1, +o0|, on note ((t) = e
n
=]

1) Montrer que ( est de classe C? sur |1, +oc].

2) Que dire de sa concavité?

Fedulin, 2

j(%) Z,{/e} /eu,{/%)ﬂ__

n=1

T~
1) M i 5 ot o C Aue 400 [

(ud/

(1 )Vn€eN, f, est de classe C* sur I \

o| DVOPXk-1, pr)CSsurI
1

\ an CU sur tout segment [a,b] de I }

+00
( 1) iy = an est de classe C* sur I \
Alors =

+00
\ )V1p=k, SO =" £
n=0
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" Vg b)

O

(
Qf"<i744—/ Zi AF)CS/M]%—#%C) ?

()
Pt od PLL . Y/ Zi gﬂfCSAuji,-raoC,

7031]- -éC)i,-f—Qo[.
WM}@»J @f\t /a A&(g Whmétfw Z ZA

7
"j) P ®) D P _hn-t P
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Ny
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S’ il existe une suite (o), telle que

Yook cloa ny 4 d4¢ [ab).
I Ln%
[ w) - 1(:_3;).

A

1)VnelN, Vo e X, ,fn(:ﬂ)’ < ay,

( 2) Zan converge )

n

Alors La série de fonctions E fn converge normalement sur X.

N Qcﬁxl

_hn. @
= Lf:n.Q
<

an . C
¢ )
n s ]
\’/_EJJ#IM ‘%vu Z(_L‘:%‘% Enocr?» (Ou 7:1«.;( & %er%)
Wl
Ay 14L&

= - ra
pha (_[“__*__Vl),:o(ﬁz) /7‘./.9/) Ce$1() an b Cng})qf»fT_.
7%
N
@)—, Z‘f“z Cv (Q".CVHGV\V\ ; Q>i)

hﬁ4 -
[« 5 () g
m%ﬂ v

2
DNe @), ) & €) omHire o } i S Clewe C A JLtw [ A

/0/,/“{91/L e Il + o0 I, 4%(4/\ )L
Ve Joe=l, | ,,.%/f “) :ZJ e

[]
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2)| Que dire de sa concavité”’

2
? et ,dfO/quf C AWJL'WE ,/é‘ b

00
Vtéjiﬁ'”[/ ?I?*) :%(h‘(’ >/ ©

@{ﬁft j esl- @n‘\%?ﬂc y'la Ji,-ran_

I
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Exercice d’application : (Fonction zéta de Riemann)
+ 00
1

Pour tout ¢ €|1, +o0[, on note ((t) = —.
n
n=1

Montrer que  est de classe C™ sur |1, 4+o00/.

Yol 2

V&)= 7 f0sm {4 L
) h n ‘ﬂt

ﬂ% [7)/,, g ool e O/qllf COOAW :)1,1—@0[.

oy

( 1)VneN, f, est de classe C* sur I \
2) an CS sur I

Si -
\ 3) Vp = 1, Zf,,(lp) CU sur tout segment [a,b] de I )
n

+00
( 1)-5 = an est de classe C° sur I \
Alors = o
2)Vp=1, S® =) fi¥
\ n=0 )
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S il existe une suite (ay,), telle que

QﬂMM 4’19{! "\7/4-"[; t¢ [a‘lj]‘ (I)VnEN, Vre X, }Ifn(:r)’éan)

P 2) Zan converge
n n

) [gu

=
(2}

Alors La série de fonctions E fn converge normalement sur X.

&-—7 Qcﬁxl
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_ ()"
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Exercice d’application :

Soit f € C([0,1],R) vérifiant

1
Vn € N, / t" f(t)dt =0

0

1
1) Montrer que VP € R[X], / P(t)f(t)dt =0
0

2) En déduire que f =0

Yolwin_ 2

1

1) Montrer que VP € R[X], P(t)f(t)dt =
0

Tok PERTA. q////%f' P fh df =0 -
S 0
Noba FX) SZ“Z x&_ Oha .

fo
f LP(L)ja)o” j )% )4(1‘)#
A e

Pr ELAMIRI

1
Vn € N, / t" f(t)dt = 0

0

L}Oh&i gq

?aﬂﬂ

f Z‘{&) Z(ﬂf)

Lmear\.-k d< ,Q, ‘]if—ﬂ\(’
& MYwmme finie 77

1
¥n € N, / t" f(t)dt =
0
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1
) Montrer que VP € R[X / P(t)f(t)dt =0

0
.Eu déduire que f =0

?,\94 Moqojrﬂf '?/-«- {:—O Ot [O‘:lea’ﬁﬂh(%{/{' gwléh \7'?//'};]{—4, ?x\wl

“L]
J ton =

Cor 1"0 o bmbimuc o [o)3], feC([0,1],R)

Reppe!

- (Théoréeme d’approximation de Weierstrass)

Soit [a,b] un segment de R.

Toute fonction , réelle ou complexe, continue sur [a,b| est limite uniforme
d’une suite de fonctions polynomiales.

{ (nhnue A [o,ij
Ao O/‘j‘ﬁ L théoreme de \Nejevsdras |k ke une dwids e }fﬁ"ﬁ‘“

7’19/L/h0YMa ) (1.,.)“”]\/ -l‘ < 7»«* (ﬁ)hc'w@‘«\%xg_ U”"'\:tﬁfh‘\:moﬁ' \]ws{ Aw [O] ﬂ

1
VP € R|X], / P(t)f(t)dt =0
0
On a f

d_z ?
On vk J Z M+ =9

“Linte 1
(One e, [ Pay{iy dt=o
0

=> AN fif[{j)df :Jz{[ﬁ)—fn(f} {(H) dt




4 4
=> Yreiv, f@ f[{f) df ,_j 14 ({(é)h_’r;\u))o\]t

- 2]
= gpmere, [ @I H”’) (ﬂé)_m)ow‘

< filﬂ%)/. /iw)—ﬁm[ dt

- 1
I—aélu_ﬁ”

éfolfw)). TRIRL

1 4
= mere0d [ {0 | Head. 1z

(h B, ——5~ v () Cotety U] v v for?

hﬁ—\v&

!
D on

[ @dt=s

@A:balcz/
(v e, [ Py dt=o
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