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Suites et Séries de

Fonctions

I) Modes de Convergences d’une Suite de Fonctions

Définition 1 : (Convergence simple)
Soit X un ensemble non vide. Soit E un evn de dimension finie.
f et les fonctions fn sont définies sur X à valeurs dans E.
On dit que la suite de fonctions (fn)n converge simplement vers f sur X si
et seulement si

∀x ∈ X, lim
n→+∞

fn(x) = f(x)

Vocabulaire : f est dite la limite simple de la suite (fn)n sur X.

Définition 2 : (Convergence uniforme)
Soit X un ensemble non vide. Soit E un evn de dimension finie.
f et les fonctions fn sont définies sur X à valeurs dans E.
On dit que la suite de fonctions (fn)n converge uniformement vers f sur X
si et seulement si

∀ε � 0, ∃N ∈ N, ∀n � N, ∀x ∈ X, |fn(x)− f(x)| � ε

Vocabulaire : f est dite la limite uniforme de la suite (fn)n sur X.

Proposition 3 :
Si (fn)n converge uniformement vers f sur X
alors (fn)n converge simplement vers f sur X.

Attention ! : La réciproque est en général fausse.

Proposition 4 :
Supposons que f et les (fn)n sont bornées sur X. Les propositions suivantes
sont équivalentes :
1) (fn)n converge uniformement vers f sur X

2) lim
n→+∞

‖ fn − f ‖∞= 0

3) lim
n→∞

fn = f pour la norme ‖.‖∞

Proposition 5 :
S’il existe une suite positive (αn)n telle que{

1) limn→+∞ αn = 0
2) ∀n ∈ N, ∀x ∈ X, ‖ fn(x)− f(x) ‖� αn

alors (fn)n converge uniformement vers f sur X.

Pr ELAMIRI 1/ 10 www.iamateacher.org



COURS MP

II) Modes de Convergences d’une Série de Fonctions

1) Convergence Simple et Convergence Absolue

Définition 1 : (Convergence simple)
Soit X un ensemble non vide. Soit E un evn de dimension finie.
f et les fonctions fn sont définies sur X à valeurs dans E.
La série de fonctions

∑
n

fn converge simplement sur X si et seulement si la

suite de fonction (Sn)n converge simplement sur X.

où Sn(x) =
n∑

k=0

fk(x).

Proposition 2 :

La série de fonctions
∑
n

fn converge simplement sur X si et seulement si

pour tout x ∈ X , la série
∑
n

fn(x) converge.

Vocabulaire : Dans ce cas, la limite simple de la série de fonctions
∑
n

fn(x)

est la fonction x 7−→
+∞∑
n=0

fn(x) notée
+∞∑
n=0

fn.

Proposition 3 :

Supposons que la série de fonctions
∑
n

fn converge simplement sur X, et

notons S sa fonction somme.
On rappelle que (∀x ∈ X, S(x) = Sn(x) +Rn(x)) ; où

Sn(x) =
n∑

k=0

fk(x) et Rn(x) =
+∞∑

k=n+1

fk(x)

La suite de fonctions (Rn)n converge simplement vers 0.

Définition 4 : (Convergence absolue)
La série de fonctions

∑
n

fn converge absolument sur X si et seulement si

pour tout x ∈ X , la série
∑
n

‖ fn(x) ‖ converge .

Proposition 5 :

Si la série de fonctions
∑
n

fn converge absolument sur X

alors elle converge simplement sur X.
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2) Convergence Uniforme

Définition 1 : (Convergence uniforme)
Soit X un ensemble non vide. Soit E un evn de dimension finie.
f et les fonctions fn sont définies sur X à valeurs dans E.
La série de fonctions

∑
n

fn converge uniformément sur X si et seulement si

la suite de fonction (Sn)n converge uniformément sur X.

où Sn(x) =
n∑

k=0

fk(x).

Proposition 2 :∑
n

fn converge uniformément sur X⇔

 1)
∑
n

fn converge simplement sur X

2) (Rn)n converge uniformement vers 0 sur X

3) Convergence Normale

Définition 1 : (Convergence normale)
Soit X un ensemble non vide. Soit E un evn de dimension finie.
Les fonctions fn sont définies sur X à valeurs dans E.
La série de fonctions

∑
n

fn converge normalement sur X si et seulement si : 1) ∀n ∈ N, fn est bornee sur X.
2) La serie positive

∑
n

‖ fn ‖∞ converge

Proposition 2 :
Soit X un ensemble non vide. Soit E un evn de dimension finie.
Les fonctions fn sont définies sur X à valeurs dans E.
S’ il existe une suite (αn)n telle que 1) ∀n ∈ N, ∀x ∈ X, ‖fn(x)‖ ≤ αn

2)
∑
n

αn converge


Alors La série de fonctions

∑
n

fn converge normalement sur X.

Proposition 3 :

1)

(∑
n

fn converge normalement sur X

)
⇒

(∑
n

fn converge uniformement sur X

)

2)

(∑
n

fn converge normalement sur X

)
⇒

(∑
n

fn converge absolument sur X

)
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III) Stabilité des propriétés des fonctions par passage à la limite

1) Intervertion de limites

Théorème 1 : (intervertion des limites)
E et F deux evn de dimensions finies. X une partie de E.
f et les fonctions fn sont définies sur X à valeurs dans F.
Soit a ∈ X.

Si

{
1) ∀n ∈ N, lim

x→a
fn(x) = ln ∈ F

2) (fn) CU vers f sur X

Alors

 1) La suite (ln) converge

2) lim
n→+∞

(
lim
x→a

fn(x)
)
= lim

x→a

(
lim

n→+∞
fn(x)

)
Théorème 2 : (Intervertion d’une limite et d’une somme)
E et F deux evn de dimensions finies. X une partie de E.
f et les fonctions fn sont définies sur X à valeurs dans F.
Soit a ∈ X.

Si


1) ∀n ∈ N, lim

x→a
fn(x) = ln ∈ F

2)
∑
n

fn CU sur X

Alors


1) La serie

∑
ln converge

2) lim
x→a

(
+∞∑
n=0

fn(x)

)
=

(
+∞∑
n=0

lim
x→a

fn(x)

)
Théorème 3 : (intervertion des limites) (Adaptation au cas de a = ±∞)
E=R et F un evn de dimension finie. X un intervalle de R.
f et les fonctions fn sont définies sur X à valeurs dans F.

Si

{
1) ∀n ∈ N, lim

x→+∞
fn(x) = ln ∈ F

2) (fn) CU vers f sur X

Alors

 1) La suite (ln) converge

2) lim
n→+∞

(
lim

x→±∞
fn(x)

)
= lim

x→±∞

(
lim

n→+∞
fn(x)

)
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Théorème 4 : (Intervertion d’une limite et d’une somme)(Adaptation au
cas de a = ±∞)
E=R et F un evn de dimension finie. X un intervalle de R.
f et les fonctions fn sont définies sur X à valeurs dans F.
A) Supposons que X est un intervalle non majoré de R.

Si


1) ∀n ∈ N, lim

x→+∞
fn(x) = ln ∈ F

2)
∑
n

fn CU sur X

Alors lim
x→+∞

(
+∞∑
n=0

fn(x)

)
=

+∞∑
n=0

lim
x→+∞

fn(x)

B) Supposons que X est un intervalle non minoré de R.

Si


1) ∀n ∈ N, lim

x→−∞
fn(x) = ln ∈ F

2)
∑
n

fn CU sur X

Alors lim
x→−∞

(
+∞∑
n=0

fn(x)

)
=

+∞∑
n=0

lim
x→−∞

fn(x)

Exercice d’application 1 :

Considérons la fonction S : t 7−→
+∞∑
n=1

1

n2 + t2
.

1) Montrer que S est définie et continue sur R.
2) Claculer lim

t→+∞
S(t).

Exercice d’application 2 : (CNC 2017 MP)
Pour tout x � 0, on pose

ϕ(x) =
+∞∑
n=1

x

n(1 + 2nx)

On donne
+∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6

1) Montrer que pour tout x � 0, ϕ(x) est bien défini.

2) Justifier l’existence de la limite quand x tend vers +∞ de ϕ(x) et déter-
miner sa valeur.
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2) Continuité

Théorème 1 :
E et F deux evn de dimensions finies. X une partie de E. Soit a ∈ X.
f et les fonctions fn sont définies sur X à valeurs dans F.

A) Si
(

1) ∀n ∈ N, fn est continue en a
2) (fn) CU vers f sur X

)
Alors (f est continue en a)

B) Si
(

1) ∀n ∈ N, fn est continue sur X
2) (fn) CU vers f sur X

)
Alors (f est continue sur X)

Théorème 2 :
E et F deux evn de dimensions finies. X une partie de E.
f et les fonctions fn sont définies sur X à valeurs dans F.

Si

 1) ∀n ∈ N, fn est continue sur X
2)
∑
n

fn CU sur X

 Alors (S est continue sur X)

avec S : x 7−→
+∞∑
n=0

fn(x) sa somme.

.
Exercice d’application :

Considérons la fonction f : t 7−→
+∞∑
n=1

cos(nt)

n2
.

1) Préciser Df ; le domaine de définition de f .

2) Montrer que f est continue sur R.

NB : Des fois la convergence uniforme est délicate à établir sur X ; on utilse
alors le résultat suivant :

Corollaire 3 :
E et F deux evn de dimensions finies. X une partie de E.
f et les fonctions fn sont définies sur X à valeurs dans F.

Si

 1) ∀n ∈ N, fn est continue sur X
2)
∑
n

fn CU sur tout compact de X

 Alors (S est continue sur X)

NB : Si on est dans E = R, on montre la convergence uniforme sur tout
segment [a, b] de X.
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Exercice d’application :

Considérons la fonction S : t 7−→
+∞∑
n=1

(
1

n
− 1

n+ t

)
pour tout t ∈ R+.

Montrer que S est continue sur R+.

3) Intégration terme à terme

Théorème 1 : (Intervertion de limite et intégrale))
[a, b] un segment de R et F un evn de dimension finie.
f et les fonctions fn sont définies sur [a, b] à valeurs dans F.

Si
(

1) ∀n ∈ N, fn est continue sur [a, b]
2) (fn) CU vers f sur [a, b]

)
Alors lim

n→+∞

(∫ b

a
fn(t)dt

)
=

∫ b

a

(
lim

n→+∞
fn(t)

)
dt

Corollaire 2 : (Intervertion de
∑

et
∫
))

[a, b] un segment de R et F un evn de dimension finie.
f et les fonctions fn sont définies sur [a, b] à valeurs dans F.

Si

 1) ∀n ∈ N, fn est continue sur [a, b]

2)
∑
n

fn CU sur [a, b]

Alors
∫ b

a

(
+∞∑
n=0

fn(t)

)
dt =

+∞∑
n=0

(∫ b

a
fn(t)dt

)
Exercice d’application :

Pour n � 1, on note cn =
n∑

k=1

1

k
− lnn.

On rappelle que (cn)n converge vers la fameuse constante d’Euler η.

Considéron la fonction S : t 7−→
+∞∑
n=1

(
1

n
− 1

n+ t

)
Montrer que :

1) S est définie et continue sur [0, 1].

2)
∫ 1

0
S(t)dt = η
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4) Dérivation

Théorème 1 :
I un intervalle de R et F un evn de dimension finie.
f et les fonctions fn sont définies sur I à valeurs dans F.

Si

 1) ∀n ∈ N, fn est de classe C1 sur I
2) (fn) CS vers f sur I
3) (f ′n) CU vers h sur tout segment [a, b] de I


Alors


1) f est de classe C1 sur I

2)

(
lim

n→+∞
fn

)′
= lim

n→+∞
(f ′n) cad f

′ = h

3) (fn) CU sur tout segment [a, b] de I


.
Corollaire 2 : (Dérivation terme à terme)
I un intervalle de R et F un evn de dimension finie.
f et les fonctions fn sont définies sur I à valeurs dans F.

Si


1) ∀n ∈ N, fn est de classe C1 sur I

2)
∑
n

fn CS sur I

3)
∑
n

f ′n CU sur tout segment [a, b] de I



Alors



1) S =
+∞∑
n=0

fn est de classe C
1 sur I

2)

(
+∞∑
n=0

fn

)′
=

+∞∑
n=0

f ′n

3)
∑
n

fn CU sur tout segment [a, b] de I


Exercice d’application 1 :

Pour tout t ∈]0,+∞[, on note S(t) =
+∞∑
n=1

(−1)n

n+ t
.

1) Montrer que S est définie et de classe C1 sur ]0,+∞[.

2) Que dire alors de sa monotonie ?

Exercice d’application 2 : (Fonction zéta de Riemann)

Pour tout t ∈]1,+∞[, on note ζ(t) =
+∞∑
n=1

1

nt
.

1) Montrer que ζ est de classe C1 sur ]1,+∞[.

2) Que dire de sa monotonie ?
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Corollaire 3 : (Classe Ck)
I un intervalle de R et F un evn de dimension finie.
f et les fonctions fn sont définies sur I à valeurs dans F. Soit k ∈ N∗

Si


1) ∀ n ∈ N, fn est de classe Ck sur I

2) ∀ 0 � p � k − 1,
∑
n

f (p)n CS sur I

3)
∑
n

f (k)n CU sur tout segment [a, b] de I



Alors


1) S =

+∞∑
n=0

fn est de classe C
k sur I

2) ∀ 1 � p � k, S(p) =
+∞∑
n=0

f (p)n


.
Exercice d’application : (Fonction zéta de Riemann)

Pour tout t ∈]1,+∞[, on note ζ(t) =
+∞∑
n=1

1

nt
.

1) Montrer que ζ est de classe C2 sur ]1,+∞[.

2) Que dire de sa concavité ?

Corollaire 3 : (Classe C∞)
I un intervalle de R et F un evn de dimension finie.
f et les fonctions fn sont définies sur I à valeurs dans F.

Si


1) ∀ n ∈ N, fn est de classe C∞ sur I

2)
∑
n

fn CS sur I

3) ∀p � 1,
∑
n

f (p)n CU sur tout segment [a, b] de I



Alors


1) S =

+∞∑
n=0

fn est de classe C
∞ sur I

2) ∀p � 1, S(p) =

+∞∑
n=0

f (p)n


.
Exercice d’application : (Fonction zéta de Riemann)

Pour tout t ∈]1,+∞[, on note ζ(t) =
+∞∑
n=1

1

nt
.

Montrer que ζ est de classe C∞ sur ]1,+∞[.
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IV) Approximation Uniforme

Théorème 1 :
Soient F un evn de dimension finie et [a, b] un segment de R.
Toute fonction continue par morceaux sur [a, b] à valeurs dans F est limite
uniforme d’une suite de fonctions en escaliers.

.
Théorème 2 : (Théorème d’approximation de Weierstrass)
Soit [a, b] un segment de R.
Toute fonction , réelle ou complexe, continue sur [a, b] est limite uniforme
d’une suite de fonctions polynomiales.
Autrement dit :
Il existe une suite (Pn)n∈N de fonctions polynomiales telle que

lim
n→+∞

‖ Pn − f ‖∞= 0

où ‖ f ‖∞= sup{ |f(x)| / x ∈ [a, b]}

NB :
Ceci traduit le fait que l’espace des fonctions polynomiales sur [a, b] est dense
dans l’evn C([a, b],K) muni de la norme de la convergence uniforme.

.
Exercice d’application :
Soit f ∈ C([0, 1],R) vérifiant

∀n ∈ N,
∫ 1

0
tnf(t)dt = 0

1) Montrer que ∀P ∈ R[X],

∫ 1

0
P (t)f(t)dt = 0

2) En déduire que f = 0
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