Extrait du CNC 2009

Notations

Pour tout (p,q) € N*2, on note M, ,(R) 'espace vectoriel des matrices a coefficients réels, a p
lignes et g colonnes ; si M € M, ,(K), ‘M désigne la matrice transposée de M et rg (M) son rang.

Pour tout entier naturel k, P;, désigne I'espace vectoriel des polynémes a coefficients réels et de
degré < k.

Dans ce probleme, n désigne un entier naturel non nul et zg, z1, ..., z, des réels deux a deux
distincts ; on note 7 le polyndéme 7 = (X — zo)(X —z1) -+ - (X — xp).
Enfin, pour tout entier naturel m, on définit ’application
fm: Pm — R
P +— (P(zo),...,P(z,))

1% Partie : Etude de ’application f,,
Sot m un entier naturel.

1. Si R € P, est tel que pour tout: € {0,1,...,n}, R(x;) = 0, montrer que R est le polynéme nul.
2. Vérifier que f,, est une application linéaire.
3. Dans cette question, on suppose que m > n + 1.
(a) Montrer que Ker f,, = {Qn; Q € Py_n_1}; on pourra effectuer une division euclidi-
enne.
(b) Montrer que les sous-espaces vectoriels Ker f,, et P,, sont supplémentaires dans Pp,.

(c) En déduire la dimension de Ker f;,, puis en donner une base.

(d) Déterminer le rang de f, ; I'application f,, est-elle surjective ?
4. Dans cette question, on suppose que m < n.

(a) Montrer que f, est injective.
(b) Quel est le noyau de f;,, ? Quel est son rang ?

(c) A quelle condition sur les entiers n et m I'application f,, est-elle surjective ?

X _ .
5. On définit les polynémes Lo, L1,..., L, par L; = H X =2j)
05jcn (%1 7 %)
i
(@) Pouri € {0,1,...,n}, quel est le degré de L; ? Vérifier que pour tout & € {0,1,...,n},
Li(x) = 0; 1, avec 0; , = 1 sii = k et 0 sinon.

(b) Calculer f,(L;), i € {0,1,...,n}. Que représente la famille (f,(Lo), fn(L1), ..., fn(Ln))
pour l'espace vectoriel R"*1?

,ie{0,1,...,n}.

(c) Montrer que la famille (Lo, L1, . .., Ly,) est une base de P,.
(d) Soity = (yo,y1,---,yn) € R*1.

i. Montrer qu’il existe un unique polynéme P, € P, tel que f,(Py) = (Y0, Y1, --,YUn)-
ii. Exprimer le polyndéme P, en fonction de Lo, L1, ..., Ly et yo,y1, ..., Yn-



2°™¢ Partie : Approximation polyndmiale au sens des moindres carrés

On considere des réels yo, y1, - . . , y» qui sont respectivement les images des réels z¢, z1, ..., z, par
une fonction ¢, et on cherche a déterminer les polynémes P € Py, tels que la quantité

n

O (P) =Y (3 — P(xs))?

=0

soit minimale, et a préciser la valeur minimale \,, de la dite quantite.

On parle alors d’approximation polyndmiale au sens des moindres carrés de la fonction ¢
aux points zg, x1, ..., 2z, ; ce type d’approximation est particulierement utilisé dans les problemes
d’optimisation et de controle de qualité.

A. Ftude dansle casm >n + 1
1. Donner un polyndéme Qg € Py, tel que f,,(Qo) = (Yo, Y1, - - -, Yn). Que vaut ¢,,(Qo) ?

2. En déduire la valeur minimale )\, de ®,,,(P) lorsque P décrit P,,, et préciser a I'aide de @ et
Ker f,,, I'ensemble des polynomes en lesquels cette valeur minimale est atteinte.

B. Etude dans le cas m < n

Dans cette section, on pose

1 =z xy Yo
1z - 2" Y1

A= . : . S Mn+17m+1 (R), b= . S Mn+171(R).
1z, - a2 Yn

1. Montrer que si M, N € M, ,(R) alors (M + N) = ™M + N et que, si M’ € M, ,(R) et
N e My, (R),alors {M'N") = 'N"'M’; p, q et r étant des entiers naturels non nuls.

Vo
U1 m
2. Soitv=| . | € My,41,1(R); onluiassocie le polynéome P, € P,, défini par P,(z) = Z v
: k=0
U,

(a) Calculer le produit Av et l'exprimer a l'aide des valeurs prises par P, aux points
Ty L1yew-yLp.

(b) Montrer alors que si Av = 0 alors v = 0.

A traiter la suite un jour...






