






































‘Exercice 7\ (Déterminant de Vandermonde)(1735-1796 Paris)
Soit n > 2. Soient xy, x9,...,x,, € C . On note :

1 1 1
£ £L2 L'n
V(Il,irg,...,ﬂ:n) = )
n-1 _n-—1 n—1
Il .'IT2 .’L'n

On se propose de montrer que V(xq, zo, ..., x,)
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(Résultat a retenir!).
On raissonera par récurrence sur n > 2.

A) Initialisation :
Vérifier que la propriété est vraie pour n = 2.

B) Hérédité : Soit maintenant n > 3. Supposons que la propriété est vraie
pour (n — 1), et montrons qu’elle est vraie pour n.
Soient alors z¢,xs,....x, € C.

1) Méthode 1 :

a) Par des opérations élémentaires sur les lignes, montrer que

n—1
V(:I:lﬂ:'rzﬂ "'33‘:“) — (H(mn T xl)) V(:L.IT:E2? "'?‘rﬂ—l)

1=1

b) Conclure.

1 — 1 1
£ see dpn—l X
2) Méthode 2 : Notons P(X) =
I'T'_l o IE:% Xt

a) Veérifier que l'égalité voulue est vraie si x1,x2,...,T, ne sont pas
distincts deux a deux.

b) Supposons maintenant qu’ils sont distincts deux a deux.

i) Justifier que P(X) € C,,_1|X]|.
Quel est son coéfficient en X"~ 1 ?

11) Préciser des racines évidentes de P(X).

iii) Justifier la relation
P(X) — V(:rl,:rg, ...,In_l)(X p— Il)(X — IQ)...(X — In—l)

iv) Conclure.
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A) Initialisation :

Vérifier que la propriété est vraie pour n = 2.

B) Hérédité : Soit maintenant n > 3. Supposons que la propriété est vraie

pour (n — 1), et montrons qu’elle est vraie pour n.
Soient alors 1, x2, ...,z € C.
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a) Vérifier que I’égalité voulue est vraie si x1,xo,...,z,, ne sont pas
distincts deux a deux.
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2) Méthode 2 : Notons P(X) =

a) Vérifier que 1'égalité voulue est vraie si x1, 2, ..., z, ne sont pas
distincts deux a deux.

b) Supposons maintenant qu’ils sont distincts deux a deux.

i) Justifier que P(X) € C,,—1[X].
Quel est son coéfficient en X1 7
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2) Méthode 2 : Notons P(X) = :
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a) Vérifier que I'égalité voulue est vraie si z1,xs, ..., T, ne sont pas
distincts deux a4 deux.

b) Supposons maintenant qu’ils sont distincts deux a deux.

i) Justifier que P(X) € C,,_1|X].
Quel est son coéfficient en X" 17?

ii) Préciser des racines évidentes de P(X).
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a) Vérifier que I'égalité voulue est vraie si x1,x9, ..., 2, ne sont pas
distincts deux a deux.

b) Supposons maintenant qu’ils sont distincts deux a deux.

i) Justifier que P(X) € C,,—1[X].
Quel est son coéfficient en X717

ii) Préciser des racines évidentes de P(X).

iii) Justifier la relation

P(X) — V(:El,xg,...,ﬂ?n_l)(X —11?1)(X —E?g)...(X _$n—1)
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2) Méthode 2 : Notons P(X) = . :
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a) Vérifier que I'égalité voulue est vraie si x1, 2, ..., 2, ne sont pas
distincts deux a deux.

b) Supposons maintenant qu’ils sont distincts deux a deux.

i) Justifier que P(X) € C,—1[X].
Quel est son coéfficient en X"~ 17

ii) Préciser des racines évidentes de P(X).

iii) Justifier la relation
P(X) — V(Iﬂl,ﬂ:g, ...,Sﬂn_l)(X == :,Bl)(X T :Il'g)(X — Jin_l)

iv) Conclure.
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