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EXERCICES lére Année Pr.Elamiri

Déterminant

Exercice 1

En utilisant des opérations élémentaires sur les lignes, montrer que les dé-
terminants suivants sont nuls :

1 1 1
1) Ay=| a b c
b+c a+c a+bd
g g )
2) Ao=| j 2 1 |jouj=c%
21

l—-z 22—z 33—z
3) Ag=|2—-2z 3—z 4—=x
3—x 4—x 5—=x

Exercice 2

En utilisant des opérations élémentaires sur les lignes, calculer les détermi-
nants suivants, et donner-les sous la forme la plus factorisée possible :

a b b
1) AIZ b a b
b b a

1 sin(a) cos(a)
3) Ag=|1 sin(b) cos(b)
1 sin(c) cos(c)
1 cos(a) cos(2a)
4) Az =1 cos(b) cos(2b)
1 cos(c) cos(2c)

Exercice 3

Dans chacun des cas suivants, calculer det(A,) et déterminer les valeurs de
x pour lesquelles la matrice A, est inversible.
Vous pouvez utiliser des opérations élémentaires sur les lignes.

1 =z =z
1) A, = =z 1 z
z x 1
z 1 1
2) Ay = 1 =z 1
1 1 =z
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EXERCICES lére Année Pr.Elamiri

0 =z «x
3) A= =z 0 =z
x x 0
T T x
4) Apy=| =z = x
T T x
r 2 3 4
2 » 4 3
5) A = 3 4 x 2
4 3 2 «x

Exercice 4

Soit n un entier naturel impair.
1) Déterminer les matrices A € M, (R) telles que A? = —1,.

2) Soit A € M, (R) une matrice anti-symétrique (c-a-d vérifiant 'A = —A).
Montrer que A n’est pas inversible.

P = 2+3X - X?

1) Notons F' = (P, Py, P3) ot { P, = 1+X+ X?
P; = a—X+aX?
Déterminer les valeurs de a pour lesquelles la famille F' est une base de
Ry [X].

2) Considérons I’endomorphisme f de R? défini par :
V(z,y,2) € R®, f(x,y,2) = (x4 2y + 32,4z + ay + 62, Tz + 8y + 92)

Déterminer les valeurs de a pour lesquelles f est un automorphisme de
R3.

Exercice 6

Considérons la fonction f définie par le déterminant d’ordre n > 2 suivant

a+x c+zx c+x

vz eC, f(z)= b—i-—x a+x
: ct+zx
b+zx . b+x a+=x

Montrer que f est une fonction polynomiale de degré < 1.

Indice : Vous pouvez effectuer des opérations élémentaires sur les colonnes
(ou lignes), puis développer le déterminant suivant l'une de ses lignes (ou
colonnes).
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EXERCICES lére Année Pr.Elamiri

(Déterminant de Vandermonde)(1735-1796 Paris)

Soit n > 2. Soient x1, 9, ...,y € C . On note :

1 1 e 1
T T NN Iy
V(‘TlaxQ?"')xn) == .
n—1 n—1 n—1
3| Lo Tn
On se propose de montrer que V(z1, z2, ..., 2,) = H (xj — ;)
1=i<j=n

(Résultat a retenir!).
On raissonera par récurrence sur n > 2.

A) Initialisation :
Vérifier que la propriété est vraie pour n = 2.

B) Hérédité : Soit maintenant n = 3. Supposons que la propriété est vraie
pour (n — 1), et montrons qu’elle est vraie pour n.
Soient alors x1, x9, ..., z, € C.

1) Méthode 1 :

a) Par des opérations élémentaires sur les lignes, montrer que

n—1
V(l’l,l‘Q, ,xn) = <H(xn - xz)) V($17$23 "'al‘nfl)

=1

b) Conclure.

1 - 1 1
I e Tp—1 X
2) Méthode 2 : Notons P(X) =
x’ffl . xﬁj xn1

a) Vérifier que 'égalité voulue est vraie si z1, 9, ..., T, ne sont pas
distincts deux a deux.

b) Supposons maintenant qu’ils sont distincts deux a deux.

i) Justifier que P(X) € C,_1[X].
Quel est son coéfficient en X"~ 17

ii) Préciser des racines évidentes de P(X).

iii) Justifier la relation
P(X) = V($1,$2, ...,wn_l)(X - xl)(X - x'g)(X - wn—l)

iv) Conclure.
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Déterminant

Exercice 1

En utilisant des opérations élémentaires sur les lignes, montrer que les dé-

terminants suivants sont nuls :

1 1 1
1) AII a b C
b+c a+c a+b
A .
2) Ag=| j 42 1 |;onj=e3
ol
l—-a 2—z2 3—=z
3l Ag=| T—x I—&F A2—%
3—x 4—x 5—=x
1 1 1
1) Ay = a b g
b+c a+c a+bd
1 1. 1
I b C
A+b+C a+b+C  a4b+c L‘g. — L3+Lz,
— 0 Car L, :(ﬁf('lﬂfc) L4
I & 3
B A= 7 j° 1
gF 4 3
B ER g 14549 |LaeLatlatls
. 2 1
1 7
g2 '
1 1 [)
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=) A3=|2—-x 3—2 4—=x

1—n A 5 _x
= AL 1 1. L, 4= L.z — Li
e L 2 L3 4— L‘B «L:f
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Exercice 2

En utilisant des opérations élémentaires sur les lignes, calculer les détermi-
nants suivants, et donner-les sous la forme la plus factorisée possible :

1) Ay =

9) Ag =

|

Pr. ELAMIRI

a b b
b a b
b b a
a+b ab a?®+ b?
b+c be b2+c2
c+a ca +d?
1 sin(a) cos(a)
1 sin(b) cos(b)
1 sin(c) cos(c)
1 cos(a) cos(2a)
1 cos(b) cos(2b)
1 cos(c) cos(2c)
a b b
b a b
b b a
o+ 2b PSS 3 SV SR S SR
b & b
L b A
1 i 1
(ﬁ +ZL)- L G L
L b A
1 1
(R+ZL) O R b © L-7-<—Lz _bly
¢ (o) a-b L"b &— L—3 _) Lﬁ
vL

(Jtl*:’mfnamL %tav\?u(m}c,(\n/[, ). P@c],,,‘“l

s Coe?é/(&{mh fo’tbvgsnﬁux)
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@ Az =

a+b ab a?+ b
b+c¢ be b®+ 2
c+a ca c*+ a?

2 b a’l‘lf
L, ab  a4b G+ a
I O S (2N (Y (%) I
"Vrea @ 2ha () ate B (Cf\o\(c%) Ly 5Ly
Cja4b ab oAb 4 a G4k
':(C-Ll\ (¢-V) k A b C4an :———_(‘C'“\((”[”\ A h (44
A A Cabo | ap  ob @ik
1 a C—-LB
- (C.-cl\ (C—b\ 0 L"a‘L 2.1 2 4’—L¢_—L—i
9 - & (Cl::f»LL).-(ﬂ +b\(C4lﬂ) L";é—— L—’;—(d+ )L_f
_ 1 ~1
S L l,.az (aﬂ\}L(aH\({M)
Rt o
= —(ab+besc a)
Sufin: TA Zlcalcmloala-+vceea) |

L . 7 2\

-
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1 sin(a) cos(a)
1 sin(b) cos(b)
1 sin(e) cos(c)
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1 A q (56 s
A - 4 /M;L CDIV — 0 ’Klr—/}\:q
A /&vy\c G C ®) /}\/‘ L-—"/.‘(‘

A< QM\;_KQ (... yel (A C —Anx) (lisly— ()
elona )

Aoy A = L A 'Ziﬁ o (b (b ~a)

~
Ml —dma = R 4 &0 G, Cag
b
Colh— o = — Adwm b—‘.‘.%n.(lom)
F N B
Ot . tha =k L C-n , A [ 48

2> A c Howah-a (,%o\oﬁfngiigm;ﬁl+ufa/qu;ﬁggc*agwh-q;\;ﬂ
A 2 2 g il

—

e

= s gt S0 6 bt o Gt oGt g b

-

Gha

C.‘;l‘? - C.")CG L-lé- lﬁ"’i
(n b\ bac Ls-Ly

b_‘_fl
A Z

= (B2 €8\ o 2ee24)
Eda : \A T %Tﬁ;za‘. | %%ﬁl
1 cos(a) cos(2a)
4)|Az = |1 cos(b) cos(2b)
1 cos(c) cos(2c)
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Exercice 4
Soit n un entier naturel impair.

1) Déterminer les matrices A € M, (R) telles que A% = —1,.

2) Soit A € M,(R) une matrice anti-symétrique (c-a-d vérifiant 'A = —A).
Montrer que A n’est pas inversible.

1) Jet A EMLR) Lelle g AL,
s dH#) - ol (~T)

2
= (olaw\) = (1)

=) (o/af’(/ﬂ)z_:_i {(a/ nA;'v'%q)'/é)
G Cf”‘ (W ot/ | (M/})) >;o (- 2) Lo

V)

[ dt A ~)

%E’ n'()(Y)J—l OM( Un« mﬂtdLﬂ(Cﬂ_ 74 dt Mn[{f-ﬂ \95*?‘(((0(}

/4 —;aj:ﬂ im: N ok "VL’]‘-"‘";C

2] Tt ALMORN Kl g Y
olirs dd//{'/}) _ JH(-A)

) - i dHA ety deta) A
b AA) = N d414)
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Exercice 6

Considérons la fonction f définie par le déterminant d’ordre n > 2 suivant

a+zrT Cc+=x c+x

vz €C, f(z)= b—|‘—:1: a.+:c

2 . ity i
b+ x ... b4z a+=zx

Montrer que f est une fonction polynomiale de degré < 1.
Indice : Vous pouvez effectuer des opérations élémentaires sur les colonnes

(ou lignes), puis développer le déterminant suivant l'une de ses lignes (ou
colonnes).

Fetuton
a+xr c+2x c+x

i) b—{.—:c a.—i-:c

! . cC+2x
b+ x cee. U042z a4z

, >
@Vl vk Ae o[eba/mur d« Ma& X)mum Aecs 2t .
J<’w/fc /(5 Q/f!ﬂf/x%ﬂ;uf el/u//vlew'/‘m;ﬂ,l A /e’J Ka’(ér"mf’! /Dbm}mjm:

C;t é——Ci———Ch
Czé——CK" C"’

o

Cm~_1_ Q‘ Ch_.if Cw

(OV\ by G =
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a-c ° - T 0O (4
L_C A-C
~ 0
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. - Ne, .
Lie bc G_C  CHX
b_a b-a b—gq G+

%V\ ,G/aicéffan% /duu-dtaw?l ,ga m;vne Gy&%nf /@Mﬁi

2{[’){) _ Z [’I)MQJH A{M

A==

A. (A ne Grstomb ,/fw Houd 1 </L/ <n

"U

fOr ¥4 dwn-t ) Q= CH+Y JFOYHO’W{ Ale defwe <z
&, = A+1 | /ﬁ/éﬁw%f\f e dlgre L4

Dl 1 o am oty e e S
~ I
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‘Exercice 7\ (Déterminant de Vandermonde)(1735-1796 Paris)
Soit n > 2. Soient xy, x9,...,x,, € C . On note :

1 1 1
£ £L2 L'n
V(Il,irg,...,ﬂ:n) = )
n-1 _n-—1 n—1
Il .'IT2 .’L'n

On se propose de montrer que V(xq, zo, ..., x,)

||
—
&

|

e

(Résultat a retenir!).
On raissonera par récurrence sur n > 2.

A) Initialisation :
Vérifier que la propriété est vraie pour n = 2.

B) Hérédité : Soit maintenant n > 3. Supposons que la propriété est vraie
pour (n — 1), et montrons qu’elle est vraie pour n.
Soient alors z¢,xs,....x, € C.

1) Méthode 1 :

a) Par des opérations élémentaires sur les lignes, montrer que

n—1
V(:I:lﬂ:'rzﬂ "'33‘:“) — (H(mn T xl)) V(:L.IT:E2? "'?‘rﬂ—l)

1=1

b) Conclure.

1 — 1 1
£ see dpn—l X
2) Méthode 2 : Notons P(X) =
I'T'_l o IE:% Xt

a) Veérifier que l'égalité voulue est vraie si x1,x2,...,T, ne sont pas
distincts deux a deux.

b) Supposons maintenant qu’ils sont distincts deux a deux.

i) Justifier que P(X) € C,,_1|X]|.
Quel est son coéfficient en X"~ 1 ?

11) Préciser des racines évidentes de P(X).

iii) Justifier la relation
P(X) — V(:rl,:rg, ...,In_l)(X p— Il)(X — IQ)...(X — In—l)

iv) Conclure.



Exercice 7| (Déterminant de Vandermonde)(1735-1796 Paris)

Soit n > 2. Soient x1, z9,...,x, € C . On note :

1 1 1
I L2 L'n
V(mlamgn'“?mﬂ) — *
n—1 n—1 n—1
On se propose de montrer que V(xz1,x2,...,T,) = H itz — )
1 Hi=g =

(Résultat a retenir!).
On raissonera par récurrence sur n > 2.

A) Initialisation :

Vérifier que la propriété est vraie p{)ur n= 2.

&) mhﬁ‘ V(Qif’x..?) Lo "x qzl ’Kz 1



B) Hérédité : Soit maintenant n > 3. Supposons que la propriété est vraie
pour (n — 1), et montrons qu’elle est vraie pour n
Soient alors x1, 9, ...,x, € C.

1) Méthode 1 :

a) Par des opérations élémentaires sur les lignes, montrer que

n—1
V(S"}]_,Igj...,&?n) = (H(-Tn — mt)) V(mlwmﬁa “':mn—l)

1=1

1) a)

1 1 1
£ L2 Ln
Vi o IR ) = uor e i
AL wy Ay
n—1 n—1 n—1
Ty Lo Ln




@
(un 5 xn 3 n-2 n-3
T o —_ K
17 "n 2 xn..l n l)

el ’l(;#gxi.-?'a o 65\ "'9‘3
— ) .
*, (1,,,,-"1«) & ""‘( )
“1. ¢ 0 @ j_
V\-{—i
o (-—ﬂ hL-—’“ﬂ . (%"*-l'm“) ; .
N~

°‘an ) o oo

V(M' - ) \/67‘—”—1 ,’)1,,,,_,) “ri(')(" h) A ) -
Y e l«-—-—- V) 7T ('x. —-—-”n)
wl-| -1 "“



On se propose de montrer qug

(Résultat a retenir!).
On raissonera par récurrence sur n > 2. "“
A) Initialisation :

Vérifier que la propriété est vraie pour n = 2.

B) Hérédité : Soit maintenant n > 3. Supposons que la propriété est vraie

pour (n — 1), et montrons qu’elle est vraie pour n.
Soient alors 1, x2, ...,z € C.

1) Méthode 1 :

a) Par des opérations élémentaires sur les lignes, montrer que

n-—1
V(:Ifl,:l?i, ...,LITH) — (H(ﬂ:” — :.1?1)) V(;El,:rg, coey -’L'n—l)

g=1

b) Conclure.




1 1 1
L1 Ln—1 X
2) Méthode 2 : Notons P(X) = .
L e Xel

a) Vérifier que I’égalité voulue est vraie si x1,xo,...,z,, ne sont pas
distincts deux a deux.

f/f’rﬂ;

my\ Mq
1
{74/04) V(z1,z2,...,Zn) = “ I_2 I‘n = O‘ Caf Ce\ :C:Q

Llexidnte e h 4 fels un W =7

ok T("‘ M)_--_,o




2) Méthode 2 : Notons P(X) =

a) Vérifier que 1'égalité voulue est vraie si x1, 2, ..., z, ne sont pas
distincts deux a deux.

b) Supposons maintenant qu’ils sont distincts deux a deux.

i) Justifier que P(X) € C,,—1[X].
Quel est son coéfficient en X1 7

b)2) 7 f A'aﬁx @uSKﬁE/‘ Gt P (x)akerit

) /R grme 5 -\

N\ €re oS = n-L
ﬂ'gwl— ’e COC%L&C&LG i K AZ(C 2 (x) el
N4 N A B 7?:_
(__1') . Ry - :
}p__z -
N - T



1 1 1
1 Tpn-1 X
2) Méthode 2 : Notons P(X) = :
B .. Iy X

a) Vérifier que I'égalité voulue est vraie si z1,xs, ..., T, ne sont pas
distincts deux a4 deux.

b) Supposons maintenant qu’ils sont distincts deux a deux.

i) Justifier que P(X) € C,,_1|X].
Quel est son coéfficient en X" 17?

ii) Préciser des racines évidentes de P(X).
e

Vb)) AR)  wpyon i, Ak ba G L Jondes
de P (%), C‘M/Wd“?‘*‘ 1 A2 7 fr)=0
»O‘u %M q&t Xe (6Azmu- Q A\ re1§3:+<.




1 1 1
A1 Lm—1 X
2) Méthode 2 : Notons P(X) = .
:c?_l ;o mgj xn—1

a) Vérifier que I'égalité voulue est vraie si x1,x9, ..., 2, ne sont pas
distincts deux a deux.

b) Supposons maintenant qu’ils sont distincts deux a deux.

i) Justifier que P(X) € C,,—1[X].
Quel est son coéfficient en X717

ii) Préciser des racines évidentes de P(X).

iii) Justifier la relation

P(X) — V(:El,xg,...,ﬂ?n_l)(X —11?1)(X —E?g)...(X _$n—1)



1 1 1

I1 In—1 X

2) Méthode 2 : Notons P(X) = . :
BT sy X

a) Vérifier que I'égalité voulue est vraie si x1, 2, ..., 2, ne sont pas
distincts deux a deux.

b) Supposons maintenant qu’ils sont distincts deux a deux.

i) Justifier que P(X) € C,—1[X].
Quel est son coéfficient en X"~ 17

ii) Préciser des racines évidentes de P(X).

iii) Justifier la relation
P(X) — V(Iﬂl,ﬂ:g, ...,Sﬂn_l)(X == :,Bl)(X T :Il'g)(X — Jin_l)

iv) Conclure.

2\ b Av)

n—1
T — R (H(J:n — :1:,)) VT, Do vviy Bn1]
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