Algebre de Boole

Dans l'intégralité de ce problemé, désigne un ensemble.

On appelle algébre de Boole sur 'ensembBletoute partied de p(F) telle que :
(1) wocA,
(2) VAeA,Ae A (ou A désigne le complémentaire de dansE) et
(3) VA BeAAUBEeA.

1. Propriétés élémentaires :
Dans cette questiodl désigne une algébre de Boole dur

l.a Montrer quet € A .

1b Etablir:-vABc A ANBe A etA\Be A.

2. Quelques exemples :

2.a  Donner un exemple simple d’algébre de Boolefsur
2b  Soit(E,E,....,E ) une partition de& .

On considéred = {UE JIc{L2,.. n}} .

iel
Montrer que.A est une algebre de Boole.

2c IciE=R.
On considéred I'ensemble formé par les réunions d’un nombredimtervalles deR .
Montrer que.A est une algebre de Boole sRr.
On rappelle au passage que I'ensemble vide esidéwasttre un intervalle dR .

3. Endomorphisme d’algebre de Boole
Soit A une algebre de Boole si.
On appelle endomorphisme dé toute applicationf A — A telle que :

(1) YA€ A, f(A) = f(A) et
(2) VA,BE A, f(AUB) = f(A)Uf(B).
3.a Justifier quef(E)=F et f(©)=9.
3.b  Montrer quevVA,Be A,f(ANB)= f(A)Nf(B) et f(A\B)= f(A)\f(B).
3.c  EtabliraussWA,Bc A, ACB= f(A)C f(B).
3.d Onnotek={AecA/f(A)=02} appelé noyau d¢ .
Montrer quef est injective si et seulement&i={} .

4, Description des algébres de Boole finies.
Soit A une algebre de Boole sii.

4.a  On définit une relation binaire noté&e sur £ par: 2Ry VAc Azec A yeA.
Montrer queR est une relation d’équivalence shr.
Pour z € E', nous noterong’l(z) la classe d’équivalence de modulo la relatiorR , celle-ci est

appelée atome de I'algébre de Booleengendré par I'élément.
4b  Soitze E.OnnoteA ={X e A/zc X} . Etablir queCli(z)= (] X .

XeA,
4.c  Onsuppose qud est constitué d’'un nombre fini d'éléments.
4.c.i Montrer queA contient chacun de ses atomes.

4.c.ii Montrer que chaque élément die peut s'écrire comme une réunion finie d’atomes.
Par suite4 se percoit comme étant du type vu en 2.b.
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Correction

geAetE=g doncEcA.

SoitA Be A. A,Be A puis AUBc A etdoncANB=AUBeA.
Soit A BeA. Ac A etBe A doncA\B=ANBc A en vertu des propriétés qui précédent.

A= {@,E} et A =p(F) sont des exemples simples.
(1) Pourl =@, | JE, =@ doncoe A.

iel
(2) SoitAc A. llexiste I C{1,2,.. n} tel queA=JE, .
iel
Considérons auss = UE (ou I désigne le complémentaire dedans{l,z,... ,n}).
icl
OnaAuB= |J E =FE etANB=g car(E,E,,..,5,) est partition defs .
66{1,2,,,71}
Par suiteB= A et puisqueBe A onadc A.
(3) Clair, mais une rédaction possible est :
Soit A,Be A.llexisteI,] C{1,2,.. n} tels qued=| JE, et B=JE, .
iel ie]
OnaAuB=|J E, avecIUJC{1,2,..,n} doncAUBEA.
ieluJ
(1) ok, compte tenu du rappel
(3) clair, puisque la réunion de deux réunionsfni’intervalles deR est elle-méme réunion finie
d’intervalles deR .
(2) le complémentaire d’une réunion d'intervallesid « se voit bien » comme une réunion d'intervalles
de R, mais cette argumentation n'est guére satisfasditt fait :
Il est clair, que le complémentaire d’un intervak soit un intervalle soit une réunion de deux
intervalles. D’autre part I'intersection de deutenvalles est un intervalle (éventuellement vide).
Par suite, le complémentaire d’'une réunion d’ird#les étant l'intersection des complémentaire de ce
intervalles, « se voit », aprés développement, cemdunion d’intervalles. Cette fois-ci la justifimm
est satisfaisante sans pour autant étre lourdeaétatiée.

On af(@) = f(E) = f(E) donc f(E)= f(EU®) = f(E)Uf(@) = f(E)Uf(E)=E puis [(2)=2.

SoitA Be A. f(ANB)= f(AUB) = f(AUB) = f(A)U f(B) = f(A)U f(B) = f(A)N f(B) et
F(A\B)= f(ANB) = (AN [(B) = f(H)\/(B) .

SoitA Be A . SupposonsAC B. OnaAuUB= B donc f(B)= f(AUB) = f(4)U f(B) puis
fA)cf(B).

K estI'ensemble des antécédentsalgar f .

Supposonsf est injective,& a donc au plus un antécédent garOr @ est antécédent, doric = {@} .
SupposonsC ={a}. Soit A, B A . Si f(A)= f(B) alors f(A\B) = f(A)\ f(B)=2 donc A\B€ K
puis A\ B=@ etdoncAC B. De méme, par symétridf C A puis A= B. Par suitef injective.
Soitzr € E . Pour toutAe A,onaz € A< € A donczRe . Par suiteR est réflexive.

Soit z,y € F . Si 2Ry alors, pourtoutdc A, rec A< yc A doncyc A< e A, Ainsi yRe .
PuisquezRy = yRz , on peut dire quék est symétrique.

Soit z,y,z€ E . Si 2Ry etyRz alors pourtoutdc A onazce A< yc A etye A< z€ A donc

re€AS z€ A, Ainsi 2Rz . PuisquexRy et yRz=- xRz, on peut dire quér est transitive.
FinalementR est une relation d’équivalence.

Soity € Cl(z) . OnazRy doncVAc A xc A yeA.
PourtoutX € 4 ,onaze X doncye X . Par suitey € ﬂ X.

XeA,

Ainsi Cl(z)C (] X.

XeA,



4.c.i

4 c.ii

Inversement :
Soity € ﬂ X.
XeA,
Pour toutAe A .
SiAde A alorsyc A etzecA.

SiA¢ A alorsz¢ A doncze A puis A€ A . Par suiteyc A etdoncy ¢ A.
Dans les deux cas, omac A< ye A.
Ainsi zRy puis y € Cl(z) etdonc (] X C Cl(z)

XeA,

Par double inclusion Cl(z) = (] X .

XeA,
Soitz € E'. On reprend, les notations du 3.b et on étudtert® Ci(z) = ﬂ X
XeA,
PuisqueA est fini, A, est aussi fini et puisque I'intersection de del@xn&nts ded est encore élément

de A, on peut affirmer qu&i(z) = ﬂ X est élément ded comme intersection d’'un nombre fini
XeA,

d'éléments de4 .
Soit A€ A . Notons B = JCi(z) et montronsA=B.

z€A
Yz e A, onaCl(x) C A compte tenu de la description d&(z) obtenue en 3.b. Par suiteC A.
D’autre part,Vz € A,z € Cl(z) doncz € B puis AC B . Par double inclusiol = B.
Ainsi A se percoit comme réunion d’atomes.
Puisque,A est fini et que les atomes sont élémentsAdel n’existe qu'un nombre fini d’atomes

distincts. En éliminant, les atomes identiques damescriptiond = UCl(:z:) , il ne reste alors plus
z€A

gu’un nombre fini d’atomes et finalemedt se voit comme union d’un nombre fini d’atomes.



