‘Seq Ue 1So UoIlN|os e 'aune[ uo

| Zoyed|

2

sonbiew So010JoXo S°

Traitez les exercices marqués
en jaune. La solution est en bas.

EXERCICES MPSI

( CONVEXITE )

Exercice 1 :

Montrer les inégalités suivantes via la convexité :

1) VY = 0, sinh(z) = x

2) Ve e] 1,400, In(l+z) =z

3) Vz € [0,3], 2z <sinz <=z

4) Vz € [0,1], 1+x<e‘”<1+(e—1)x

5) VneN, Vo =0, 2" —(n+ 1)z +n >0

6) Vn € N* Vay,--- w90 € RT, (H T,
k=1
Inégalité vue et démontrée dans le TD de <Récurrence>

7) Vz €[0,3], cos(z) = 1 — 2z
(Extrait du CNC MP 2014)

Exercice 2 :

Montrer que :

Vn € N* Vai,--- 2, € RT,

(ﬁ )711 kZlmk UZZZP’U%
n 1 Pt — n

Tk

R‘

=1

( La deuziéme inégalité s’appelle "L incqalite arithmeético-géométrique’” )

Exercice 3 :

Considérons la fonction

fio 1,400 — R
x — In(lnz)

1) Montrer que f est concave.

2) En déduire que

Y,y €)1, 400, In <x;ry> = v/In(z) In(y)
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EXERCICES MPSI

Exercice 4 :

1) Montrer que :

a) La fonction x — In(1 + e*) est convexe sur R

1 1
b) Vn e N*, V &1, 2, € ]0,400[, 1+ <H$k> < (H(ka))

k=1 k=1
2) En déduire que

1

1 1
\V/TZGN*, \V/al,"‘,an}(], Vbla"'7bn>'07 <Hak) +<ku> = <H(ak+bk)
k=1

k=1

Exercice 5 :

Soit (p, q) €]0,+oo[* tels que L+ 1 =1.
1) Montrer que :
a) ¥(a,b) €]0,+00l?, ¢a¥b 3§+ 2
b) V¥(a,b) €]0, 400, ab = L 4+ &
Dite inégalité de Young

2) En déduire que

aq bl 1 a]f 1 b(f

v a17a27b17b2 607+OO47 - -
( ) €] [ Qfa + b /bl + b5 T pai +ay  qbf+b

3) Conclure alors que

Y (a1, az,by,b2) €]0, +o00[t, aiby + asby < (/a]f +a§€/b‘f + b4

4) Montrer qu’en général, on a :

vn EN*’ v(al,"' aan,bla"' 7bn) G}O,—}—OO[ZN', Zakbk i Zai N Zb
k=1 k=1 k=1

NB :
a) Cette inégalité s’appelle l'inégalité de Minkowski.

b) Pour p = ¢ = 2, on retrouve I'inégalité de Cauchy-Scwarz.
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( CONVEXITE |

Exercice 1 :

Montrer les inégalités suivantes via la convexité :
1) Vx = 0, sinh(z) >

2) Ve | —1,400[, n(1+2z) X

3) Vz € [0,2], 2z <sinz <z

4) Vz e [0,1], 1+x<Xe* <14+ (e—1)x

5 VneN, V2 =0, 2" —(n+ 1Dz +n =0

— 2n

21’1
on )2% Zxk

6) Vn € N* Vzy,--- ,z9n € RT, (H Tk = A=
k=1

Inégalité vue et démontrée dans le TD de <Récurrence>

7) Vz € [0,Z], cos(z) = 1 — 2z
(Extrait du CNC MP 201/)
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@Vﬂ: €]—1,400[, In(14+z) <=z
Li fonckm s b (1) edr bncave Ao Ay glocs pa lomcoe W
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3)|Vz € [0,%], 2z <sinz <=z Jomgte
N
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6) VTLGN*, VI]_,"‘ , Lon €R+7 (H:rk:
k=1

C“S 1 Sa o [es Ly, Dok s :}19(‘1'302

Ona:
(mﬁ) < Z; <_> (%F)(L)z \<ln ;u
-1 -1 PT

Ce () o (A e cdlr (onC Ve /aw]o/’rfb(, )”()1&_ o\m’joﬁ%C,
4
(/{— Z ‘;2'/1,7 ::i. 9 D
f.=1
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W‘b“"’ L Orcase

7)| Vo € [0, 5], cos(z) = 1— 22
(Eztrait du CNC MP 2014) &(MI
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Fin Exercice 1
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Exercice 2 :

Montrer que :

3=
)
e

Vn € N*, V:Cl:"' s Ao € R'f‘*’

n

7 k=1 D k=1 T
= (1 ) o /2t

Lk

bl

=1
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Fin Exercice 2
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Exercice 3 :

Considérons la fonction

f: 1,400 — R
T — In(Inz)

1) Montrer que f est concave.

2) En déduire que

Vz,y €]1, 400, In (%) > v/In(z) In(y)

1) Montrer que f est concave.

g et dlchod dug fis diiodds ane Jappal fon ofretas do ks fonchi

Sonx é’g&j erig dlos -
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2) En déduire que

Vz,y €|1,+o00[, In (:L'—l—y) > y/In(z)
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Fin Exercice 3
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[Exercice 5 :]
Soit (p, q) €]0,+00[? tels que 11-) + é =1
1) Montrer que :

2) V(a,b) €]0, +ool?, (PaTHZ SRS

b) V(a,b) €0, +00[?, abx & + &
Dite inégalité de Young

2) En déduire que

a1b1 ~ 1 a’l’ 1 b‘{

V (a1, az, b1, be) €]0,+o00[*, <= + =
{/al + ab /bl + b] pal+ah  qb] +bl

3) Conclure alors que

V (a1, az, by, by) €]0, +00[*, @by +azby < {/af + B /o1 + 3

4) Montrer qu’en général, on a :

n n n
Vn € N*, V(a1,--- ,an, b1, ,bn) €]0, +00[*", Zakbk & ﬂ ai’_ﬂsz

k—1 k—

[~

ol

Soit (p, q) €]0,400[? tels que

1 dy s
Lyl
1) Montrer que :
a) V(a,b) €]0,+oo[?, a¥b=< 2+
? ? bl — i q

Por a.b ool Omat

Yatb< et o Ao (WD) <A (5 4T)
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b) V(a,b) €]0, +oo[2, ab < % + %

P
A

1
L
Dﬂﬂ:\'{,\‘i—ﬂlbé‘jol_p%l:.,ﬂ?w ab <T+—(;l-
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P q
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9
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=7 ﬁloé"@"“*'f /CW

Pr.ELAMIRI www.iamateacher.org



a1by

2) En déduire que

b 1 B 1 p?
v (ala a3, bla b2) E]O, +OO[4 91 =< G 1

, <= + =
Yol + /6] +05 ~ pal+tay  gbl+b;

‘Jﬂ(?"\!mf ﬁ:,, 6'21]9_4, Lﬂ\ e:’OI-F'DO[.Oh G -,

a1 ba

== X

ab <
R R A A T
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Soit (p, q) €]0, +00[? tels que Il) + % = 1.
1) Montrer que :
a) V(a,b) €]0,4+00[2, ¢a¥b=<2+2

=5 9
b) Y(a,b) €]0,+oc[?, ab < % o %"
Dite inégalité de Young

2) En déduire que

a1b1 1 (II; 1 b(f

V(a’lva”Zsb]_an)EO.‘}'oo 4. _——+——
ST T e A T e AT Y ;

3) Conclure alors que

Y (a1, a2,b1,b2) E]O., +OO[4, ai1by + asby < Va? -+ ag N b(f -+ bg

@b 1 @& 1 b

O\ma; = Lo

< + =
{/a +ab /b + ~ pay+ah  qbi +b

9
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L 1

_2 a1

__,F-J;—q
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Fin Exercice 5
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