
EXERCICES MP

�� ��Probabiltés - Partie 3

Exercice 1 :

Soit X une variable aléatoire réelle discrète.
Soit n ∈ N.
1) Montrer que

∀ 0 ≤ k ≤ n, ∀ a ∈ R+, ak ≤ 1 + an

2) En déduire que si X admet un moment d'ordre n alors X admet un
moment à tout ordre k ≤ n .

Exercice 2 :

Soit X une variable aléatoire réelle à valeurs dans N.
1) Montrer que

∀n ∈ N,
n∑

k=0

kP (X = k) =
n∑

k=0

P (X > k)− (n+ 1)P (X ≥ n+ 1)

2) En déduire que X possède une espérance �nie si et seulement si la série∑
n≥0

P (X > n) converge.

Dans ce cas, montrer que E(X) =
+∞∑
n=0

P (X > n).

Exercice 3 :

Soit X une variable aléatoire réelle discrète admettant un moment d'ordre 2
(donc une espérance et une variance).
σ > 0 étant son écart type et m son espérance.
Montrer que

∀β > 0, P (|X −m| < βσ) ≥ 1− 1

β2

Exercice 4 :

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles discrètes indépendantes .

1) Supposons queX et Y suivent une même loi de géométrique de paramètre
p.
Déterminer la loi de leur somme X + Y .

2) Supposons queX et Y suivent des lois de Poisson de paramètres respectifs
λ et µ.
Montrer que leur somme X + Y suit une loi de Poisson de paramètre
(λ+ µ).
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3) Supposons encore que X et Y suivent des lois de Poisson de paramètres
respectifs λ et µ.
Soit n ∈ N∗ .
Montrer que la loi de X sachant (X + Y = n) suit une loi binomiale à
préciser.

Exercice 5 :

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes, suivant des
lois géométriques de paramètres respectifs p et q.

1) Déterminer P (X > n), pour tout n ∈ N.
2) En déduire la loi de la variable aléatoire Z = min(X,Y ).

Justi�er qu'il s'agit d'une loi géométrique.

Exercice 6 :

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes, suivant des
lois géométriques de paramètres respectifs p et q.
Calculer E(Z) , où Z = max(X,Y ).

Exercice 7 :

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes, suivant des
lois géométriques de paramètres respectifs p > 0 et q > 0.

Quelle est la probabilité que la matrice

(
X 1
0 Y

)
soit diagonalisable dans

M2(R) ?

Exercice 8 :

1) Soit X une variable aléatoire réelle suivant une loi géométrique de para-
mètre p.
Calculer E

(
1
X

)
.

2) Soit X une variable aléatoire réelle suivant une loi de Poisson de para-
mètre λ.
Calculer E

(
1

X+1

)
.

Exercice 9 :

Soient n ∈ N∗ et 0 < p < 1.
Dé�nition :
On dit qu'une variable aléatoire X suit une loi binomiale négative de para-
mètres n et p si et seulement si :

X(Ω) = {n, n+ 1, · · · }
∀k ≥ n, P (X = k) =

(
k−1
n−1

)
pn(1− p)k−n
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1) Soient X1, · · · , Xn des variables aléatoires indépendantes, suivant toutes
une même loi géométrique de paramètre p.
Montrer que leur somme X1 + · · · + Xn suit une loi binomiale négative
de paramètres n et p.

2) En déduire l'espérance et la variance d'une loi binomiale négative de
paramètres n et p.

Exercice 10 :

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles à valeurs dans N, et 0 < p < 1.
Supposons que :
X suit une loi de Poisson de paramètre λ .
La loi de Y sachant (X = n) est binomiale de paramètres n et p.

1) Déterminer la loi conjointe de (X,Y ).

2) Quelle est alors la loi de Y ?

Exercice 11 :

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles à valeurs dans N.
Supposons qu'il existe a > 0 tel que la loi conjointe de (X,Y ) soit comme
suit :

∀(i, j) ∈ N2, P (X = i, Y = j) =
a

i!j!

1) Déterminer la valeur de a.

2) Déterminer les loi marginales de X et Y ?

3) X et Y sont-elles indépendantes ?

Exercice 12 :

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles à valeurs dans N.
Supposons qu'il existe a > 0 tel que la loi conjointe de X et Y véri�e :

∀(i, j) ∈ N2, P (X = i, Y = j) = a
i+ j

2i+j

1) Déterminer la valeur de a.

2) Déterminer les loi marginales de X et Y ?

3) X et Y sont-elles indépendantes ?

4) Calculer P (X = Y ) .

Exercice 13 :

1) Soient X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de paramètre
λ > 0 et r ∈ N∗.
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a) Calculer E (X(X − 1) · · · (X − r + 1)) .

b) Retrouver le résultat obtenu via les fonctions génératrices .

2) Soient maintenant X une variable aléatoire suivant une loi géométrique
de paramètre 0 < p < 1 et r ∈ N∗.

a) Calculer E (X(X − 1) · · · (X − r + 1)) .

b) Retrouver le résultat obtenu via les fonctions génératrices .

Exercice 14 :

Soit m ∈ N∗.
Considérons une expérience aléatoire à deux issues : succès ou échec.
Notons p la probabilité de réussir ; ((1− p) est donc celle pour échouer)
On répète cette expérience, indépendamment, jusqu'à l'obtention de m suc-
cès.
Notons Tm le nombre d'essais nécessaires à l'obtention de ces m succès.

1) Quelle est la loi de T1 ?

2) Déterminer la loi de Tm .

3) Déterminer le développement en série entière de la fonction t 7→ 1
(1−t)m

sur ]− 1, 1[.

4) Déterminer la fonction génératrice de Tm.
En déduire E(Tm).

Exercice 15 :

Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires deux à deux indépendantes,
telle que pour tout n ∈ N, Xn suit une loi de Bernoulli de paramètre pn.
Montrer que

∀ε > 0, lim
n→+∞

P

(∣∣∣∣X1 + · · ·+Xn

n
− p1 + · · ·+ pn

n

∣∣∣∣ < ε

)
= 1

Exercice 16 :

Un péage autoroutier comporte deux barrières B1 et B2.
On suppose que le nombre de voitures arrivant à ce péage par jour suit une
loi de Poisson de paramètre λ > 0.
Chaque voiture choisit au hasard et indépendamment des autres voitures de
franchir l'une ou l'autre de ces deux barrières.
On noteX1 ( respectivementX2 ) la variable aléatoire déterminant le nombre
de voitures franchissant la barrière B1 ( respectivement B2 ) dans une jour-
née.

1) Quelle est la loi de X1 ?

2) En considérant la variable aléatoire X1+X2, calcuer la covariance de X1

et X2.

3) Montrer alors que X1 et X2 sont indépendantes.
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