Solution

| Probléme |
1)a) I =1-A"=(1 = A)(I + A+...+ A’™") (car IA=Al)

D’oui I-A est inversible et (1 —A) ™' = (1 + A+...+ A"?) .

1 3 -1 1 3 -1 O -3 1
b) Notons | -A=|3 1 -2|;cad A=I-|3 1 -2|=|-3 O
-3 6 1 -3 6 1 3 -6 O
On a A’=0, alors I-A est inversible, et on a :
13 -9 -5
(I-A"'=(1+A+A)=|3 -2 -1
21 -15 -8

2)a) M?-3M =-2| .

b) M?-3M =-2| = _—21M (M =3I)=I , dou M est inversible et qu’on a :

. . 3 -1 1
|v|-1=_7(|v|—3|)=E 3 -1 3.
1 -1 3

c) VneN,J(a,,B,)eR*/M"=a M + .|, ; en effet :
Pour n=0 : ona M°=1,,on prend a,=0¢t B,=1.
Soit ne N, supposons qu’il existe (a,,8,) e R*/M"=a M + 1.
Montrons qu’il existe (a,.;,B,.,) e R*/M™ =a, M+ I, :
Ona:
M™=MM"
=M (M + B,1;) (Hypothese de récurrence)
=a,M?+ B M
=a,(3M -21)+BM (car M?=3M -2I; question 2)a))
=Ba,+ p,)M — 2,1 ; d'oule résultat voulu avec o,,, =3, + 3, € f3
d) L'unicité du couple (¢,,p,) :
Supposons qu’il existe (a',B')eR*/M"=a' M+ I,..
Montrons que : (a,,5,)=(a",,",).On a:

{Mn:“"“’”ﬂ“':‘" = (@, —a' )M + (B, ~ ') =0,

M"=a' M+B" I,
=aM +bl,=0,; 0l a=a, —a', & b= -p",
=a=0¢e b=0

D’ou (Oln,ﬁn) = (Ot In'ﬁ“n) :

Nl

20,



e) En bref :
X" =(X*-3X+2).Q(X)+(aX +h).

X?-3X+2 a pour racines 1 et 2.

En donnant a X les valeurs 1 et 2 respectivement on trouve :
{a+b:1

,donc a=2"-1etb=2-2".
2a+b=2"

Le reste donc est aX+b avec a=2"-1etb=2-2".

f)
X" =(X?=3X +2).Q(X)+(@X +b) = M"=(M2-3M +21).Q(M)+(aM +bl)

= M"=aM +bl carM?*-3M +2l =0
Avec a=2"-1etb=2-2".
Et vu l'unicité ona: ¢,=2"-1¢e g, =2-2"



