INTEGRALES DEPENDANT
D’UN PARAMETRE

I) Passage a la limite sous intégrale

Théoréme 1 :| (Théoréme de la convergence dominée)

1)VneN, f, CPM sur [

2) (fn) CSwvers f sur I, et f CPM sur I

3) Il existe p CPM et intégrable sur I telle que : (Yn e N, |fu| =< ¢)
(hypothese de domination)

1) f et les f, sont intégrables sur [
Alors

2) limg,_s 100 (/1 fn) = ]I(limn—>+oofn)

Si

Exercice 1| ( Solution en page 9)
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Exercice 2| ( Solution en page 13)

3

+ 1 )
Culomln Ao (f T )

N2+ 0 —Z +@

Pr. ELAMIRI www.iamateacher.org



Théoréme 2 :| (Intégration terme a terme d’une série de fonctions)

(1) Vn €N, f, CPM et intégrable sur I
2) an CS vers f sur I, et que f est CPM sur I

n
3) La série Z (/ |fn|) converge
I
n

1) f est intégrable sur I

Aors ) oy f (21") _5 ( / fn)

n=0

Si <

\

Remarque pratique :
Dans la pratique, on commence par effectuer un calcul formel ou l'on per-
mute les symboles > et f, que l'on justifie par la suite.

Exercice 3| ( Solution en page 17)
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Exercice 4| ( Solution en page 24 )
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IT) Continuité d’une intégrale dépendant d’un parameétre

| Théoréme : | (Continuité)

A une partie d’'un evn de dimension finie. I intervalle de R.

f:AxT —K; (z,t) — f(z,t).
1)Vte I, x— f(xz,t) est continue sur A

Si 2)Vx e A, t— f(x,t) est CPM sur I
3) Il existe ¢ CPM et intégrable sur I telle que : (V(z,t) € AxI, |f(x,t)] = @(t))
(hypotheése de domination)

Alors ( g:zT+—> /f(:c,t)dt est continue sur A)
1

( Un cas fréquent )

Si A est un intervalle de R, il suffit que ’hypothése de domination soit véri-
fiée sur tout segment [a,b] de A.

Exercice 5| ( Solution en page 31)
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Exercice 6| ( Solution en page 35)
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ITI) Limites

[Théoréme | ( Intervertion limite-intégrale )
Soit f:J x I — K;ouletJ deux intervalles de R.

Soit a une extrémité de J.
1)Vz e J, t— f(z,t) est CPM sur I

2)Vt e I, lim,_q f(z,t) = U(t) avec l est CPM sur I
3) Il existe ¢ CPM et intégrable sur I telle que : (V(z,t) € J x 1, |f(x,t)] < @(t))
(hypotheése de domination)

Alors limg_q ( /1 f(:n,t)dt) - f; (%i_r}ré f(:c,t)) dt

Si

Exercice 7| ( Solution en page 40)
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IV) Dérivation

| Théoréme 1 :| ( Classe C*)
I et J deux intervalles de Ret f:J x I — K; (x,t) —> f(x,1).
(1) Vte I, x+— f(x,t) est de classe C* sur J
2)Vzxe J t— f(x,t) est CPM et intégrable sur I
Sid 3)Vrxe J t— %(m,t) est CPM sur I
4) 1l existe ¢ CPM et intégrable sur I telle que : (V(:L‘, t)e JxI,
(hypothése de domination)

1)g:x+— [f(m,t)dt est de classe C* sur J
I

%@, 1) <)

\

Alors af
2)Vze J ¢z = /a(:v,t) dt (dite formule de Leibniz)
1

Pour I'hypothése de domination, il suffit de I'avoir sur tout segment inclus
dans J. c-a-d :
Pour tout [a,b] C J. Il existe ¢ CPM et intégrable sur I telle que :

of

(V(m,t)e la,b] x I, %(m,t)‘ jcp(t))

Exercice 8| ( Solution en page 43)
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Théoréme 2 :|( Classe C" )

I et J deux intervallesde Ret f: JxI — K; (z,t) —> f(x,t). Soit n € N*
(1)Vte I, z— f(x,t) est de classe C" sur J

Q)Vzxe J,V0<i<n—1, t— af(a: t) est CPM et intégrable sur I
Ve J t|—>8 f(a: t) est CPM sur I

4) Vv [0; b] c@ ll emste @ CPM et intégrable sur I telle que :

(M@ € [0 x I, |5 @8] =6®)
h

! ( ypothese de domination)

Si <

1)g:z+— /f(:c,t)dt est de classe C" sur J
I

o' f

1 Ot

Alors ,
V1=<i=<n Ve J gD() =

(@,1) dt

Exercice 9| ( Solution en page 47)
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Théoréme 3 :| ( Classe C* )
I et J deux intervalles de Ret f:.J x I — K; (x,t) — f(z,1).
(1)Vite I, x+— f(z,t) est de classe C* sur J

2)Vaze J t— f(z,t) est CPM et intégrable sur 1
) Vee J,¥n>1, t— %(w,t) est CPM sur I
4)

Si

.

(W%ﬂe[mﬂxI,%gwﬁ)
L (hypothese de domination)
1)g:xr— /f(w,t)dt est de classe C* sur J
1
G
T 8.’En

= so(t))

Alors

AVn>1, Ve J ¢gM(z)= (x,t) dt

Exercice 10| ( Solution en page 53)
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Solutions des exercices d'applications
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Exercice 1
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Théoréme 1 : | (Théoréme de la convergence dominée)

HvVneN, f, CPM sur I
Si

2) (fn) CS vers f sur I, et f CPM sur I
3) Il existe ¢ CPM et intégrable sur I telle que: (Vn € N, |fn| =2 ¢)
(hypothese de domination)

1) f et les fn sont intégrables sur [
Alors

2) limy 5400 ( ff fn) = / (limn 400 fn)
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Exercice 2

20
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Théoréme 1 :| (Théoréme de la convergence dominée)

)VneN, f, CPM sur I

2) (fn) CSwvers f sur I, et f CPM sur I

3) Il existe ¢ CPM et intégrable sur I telle que : (Yn € N, |fu| < @)
(hypothese de domination)

1) f et les f, sont intégrables sur I
Alors 9

) it s o ( / fn) — [ i socti)

1) s, ;D/M ¢ CPM (@/ %Lhan As [ 05000 . ff;/-f:) -1
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Fin Exercice 2
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Exercice 3
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Théoréme 2 : | (Intégration terme a terme d’'une série de fonctions)
(1) Vn €N, f, CPM et intégrable sur I

2) an CS vers f sur I, et que f est CPM sur I

3) La série Z (/ ]fn|) converge
I
\ n

1) f est intégrable sur I

Alors { fl(f fn) _ i" ( /I fn)

n=0 n=0
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Exercice 4
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Rappel

Théoréme 2 : | (Intégration terme a terme d’une série de fonctions)

(1) Vn €N, f,, CPM et intégrable sur 1
2) an CS vers f sur I, et que f est CPM sur I

3) La série Z (] |fn|) converge
\ n I

1) f est intégrable sur I

Alors | /I (:Z’Z fn) _ :Zj) ( /I fn>
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Exercice 5

1L ~-2
CWS:d;)QMS L /{wc%évx g;’ '7(71,-7f £ Jt -

o A+t

i) @;h/m]nf)z @? . /r: domm‘ng p/e 6?/6%%“7{9‘4 :Ojf ?

o?/) «/l/(@"wl’c/ ﬁ\w /? & Corfinve Awn /D%

Felutin
~—""X

i) QD;’[’/”"]”‘)I /\Dg . /c domaine ole a’c/,gm% ole ?

1L ~-a
Sﬂ'/(, AENR. ov\ 6 . %(,ﬂ) :f L
o 1+t
Mé@? & Y exithe
ol el - -
[i_:>f t b Gmo<se (cmj explr)
, 1+t
' £ 4t e Cpr A 104l
Ko {mﬂcvlw««. tI— iy R
L Y f;’l
1+t 1k Lon L=
1 21 1 B
’94[9(51- f 'k c‘# @J\.\O(je <:>V(:L4—:;d‘}— G‘ﬂﬁflﬁé
0 1+t 0

Pr. ELAMIRI www.iamateacher.org



In-}r%\/ol& de
4;7 =% <—IL (%(_h’\ﬁhﬂ

= Ko

%\4({\7&: /D%: IO(fWE

02) m/%@’“\‘lf%/ A?Me /? ot Condinve A @%

My P 1 o Gwkinoe A o oo 4 14t

(One o NaeJoprsof | ”H’*)fjaf(m) o+

08+ gty £ ook (1) € JorreLxJouA].

1+¢& (A e

| Théoréme : | (Continuité)

A une partie d'un evn de dimension finie. I intervalle de R.
f:AxI —K; (z,t) — f(z,t).

1) Vte I, x+— f(x,t) est continue sur A

2)Vx e A, t+— f(z,t) est CPM sur I

Si 3) 1l existe ¢ CPM et intégrable sur I telle que : (V(z,t) € Ax I, |f(z.t)] =< (1))
(hypothéese de domination) (
Alors ( g:x—> /f(a:, t)dt est continue sur A) e
1 -
( Un cas fréquent ) 'dr{F 18
Si A est un intervalle de R, il suffit que I’hypothése de domination soit véri- *Qle x®

fiée sur tout segment [a,b] de A.

1) St ke ]o(i] ,f& Jorcton 1 4(’#,&)§ i; t A Cgufinue
Aun 1 opteo .
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Exercice 6
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g+t Y

A T

| Théoréme : | (Continuité)

A une partie d'un evn de dimension finie. I intervalle de R.
f:AxI —K; (z,t) — f(z,t).

1)Vte I, x+— f(x,t) est continue sur A

2)Ve e A, t— f(x,t) est CPM sur I

Si 3) Il existe ¢ CPM et intégrable sur I telle que : (V(z,t) € Ax I, |f(z,t)] <X @(t))
(hypotheése de domination)
Alors ( g:x—> /f(:c,t)dt est continue sur A) > <
I Oped pay
( Un cas fréquent ) N
Si A est un intervalle de R, il suffit que ’hypotheése de domination soit véri- 'A’- R

fiée sur tout segment [a,b] de A.
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Exercice 7/
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Aot

N
T et S~
NS

| Théoréme | ( Intervertion limite-intégrale )

Soit f:J x 1 — K;ouletJ deux intervalles de R.
Soit a une extrémité de J.

{ 1)V e J, t—> f(z,t) est CPM sur I
Si

2)Vt € I, lim,_, f(z,t) =1U(t) avec l est CPM sur I

3) Il existe ¢ CPM et intégrable sur I telle que : (¥(z,t) € J x I, |f(z,t)] < o(t))
(hypothese de domination)

Alors [ . ( /I f(:c,t)dt) - ]I (ug_xg f(z, t)) dt

N
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Exercice 8
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Rappel

IThéoréme 1 :| ( Classe C!)
I et J deux intervalles de Ret f:J x I — K; (x,t) —> f(x,t).
(1)Vte I, x+— f(x,t) est de classe C* sur J
2)Vze J t— f(x,t) est CPM et intégrable sur I
§id 3)Vze JE— g—i(x,t) est CPM sur I
4) Il existe ¢ CPM et intégrable sur I telle que : (V(w,t) € JxI,
| (hypothese de domination)

1)g:x— /f(:r,t)dt est de classe C* sur J
I

@1 <)

Alors af
2)VBc @l = fa—m(:c,t) dt (dite formule de Leibniz)
I

NB |
Pour I'hypothese de domination, il suffit de ’avoir sur tout segment inclus

dans J. c-a-d :
Pour tout [a,b] C J. Il existe ¢ CPM et intégrable sur I telle que :

(V(a:,t)e [a,b] x I, ‘%(w,t)| jcp(t))
i) Sek Feforel
_wtt

2
%ﬁ ,jﬁnc-/'«r'w o —> ,{/’71,6);% ch A Clase CW ]ﬂlﬂo[:
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Exercice 9
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Rappel

Théoréme 2 :| ( Classe C" )

[ et J deux intervalles de Ret f : Jx I — K; (x,t) — f(x,t). Soit n € N*
1)Vte I, xv+—— f(x,t) est de classe C” sur J

QVee JJVO<i<n—1, t— af(:c t) est CPM et intégrable sur 1
) Ve J tHaf(:c t) est CPM sur I

4) ¥ [a,b] € J. Il existe ¢ CPM et intégrable sur I telle que :

(Y@t € (o) x I |F@| <o)
| (hypothese de domination)

Si <

1) g:ax—> /f(:c,t)dt est de classe C" sur J
I

o'f

7 Oxt

Alors .
)V1=<i=<n VYze J ¢¥x) =

@ i) dt
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Fin Exercice 9
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Exercice 10
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Théoréme 3 : | ( Classe C* )
I et J deux intervalles de Ret f:Jx [ — K; (z,t) — f(z,1).
(1) Vie I, x+— f(z,t) est de classe C*° sur J
Veze J t— f(z,t) est CPM et intégrable sur I
YVze J Vn>1, t|—>8f(3: t) est CPM sur I
[a b] C J.Vn>1, Il existe ¢ CPM et intégrable sur I telle que :

2)
o
(Y@.t) € a8 x I, |3E(z1)| < p)
(h

ypothese de domination)

Si <

\

)| B :Br—)/ffL‘ t)dt est de classe C* sur J
Alors

af:ct)dt

2)Vn>1, Vze J, g™(z)= 8:c”(’
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