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EXERCICES MPSI

Espaces vectoriels de dimensions
finies

N.B : K désignera R ou C.

Exercice 1

Dans l'espace vectoriel RR, les familles suivantes sont-elles libres ?

1) (f,g,h) ou f :x — sin(z), g :x — cos(x) et h :x — 1

2) (f,g,hi)ouf:xz+— sin(x), g:x — cos(x), h:x — xsin(z) et i:x — xcos(x)
3) (f,g,h) ot f :z +— sin?(x), g 1z + cos?(z) et h :x > 1
4) (f,g,h) ou f :x +— sin(z), g :x > cos(x) et h :x > €*

Q1 = X?+1

Considérons la famille B = (Q1,Q2,Q3) o1 { Q2 = 3X?— X +3
Q3 = X?’-X-1
B est-elle une base de Ra[X]? Sioui, déterminer les coordonnées de X.

1) E = F([0,%],R). On définit pour tout k € N, fj, : @ — sin¥(z). Montrer
que pour tout n € N| la famille (fy, ..., fn) est libre.

2) E = F(R,R). On définit pour tout k& € N, gz : 2 +— €**. Montrer que
pour tout n € N, la famille (go, ..., gn) est libre.

Exercice 4

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Soit f € L(E).
Montrer que

(ker(f) = Im(f)) & (f* =0 et n = 2rg(f))

Exercice 5

Soient F et G deux sev de R® tels que dim(F)=dim(G)=3.
Montrer que F NG # {0}.

Exercice 6

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Soient F' et G deux sev
de E vérifiant dim(F) + dim(G) = n. Montrer que F NG # {0}.
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EXERCICES MPSI

Exercice 7

Soient a,b € K et E = {(un)n € KN|Vn € N, up 0 = aupny1 + buy}
1) Montrer que F est un K-espace vectoriel.

- K2
— (uo,ul) ’
Montrer ¢ est un isomorphisme. Conclure quant a la structure de F.

Exercice 8

Soit E un K- espace vectoriel de dimension 3. Soit f € L(E) nilpotent
d’indice 3.
1) Justifier Pexistence de g € E tel que f2(z) # 0.
2) Montrer que la famille (xo, (o), f2(z0)) est une base de E.
3) En déduire que rg(f) = 2.
4) Notons Cy ={g € L(E)| gf = fg}
i) Montrer que Cy est un K-espace vectoriel.
ii) Montrer que (Ig, f, f%) est une base de C}.

2) Considérons l'application ¢ :

Exercice 9

Soit E un K- espace vectoriel de dimension n € N*. Soit f € L(F) nilpotent
d’indice n.

1) Justifier existence de xg € E tel que f"!(xq) # 0.

2) En déduire que la famille (zo, f(20), ..., f* 1(x0)) est une base de E.

3) Déduire que rg(f) =n—1

Soit n € N*. Soient ag, ..., a, € R distincts deux a deux.

n
X _ .
Posons pour tout k € {0,1,....,n}, Lp(X) = H < aj)
=0,k N T

1) Quel est deg(Ly)?
2) Calculer Ly (a;) quand k =i et quand k # .

3) Montrer que la famille (Lj)o<x<n est une base de R, [X].
(dite base de Lagrange )

4) Soit P € R, [X]. Déterminer les coordonnées de celui-ci dans cette base.

Soient £ un K- espace vectoriel de dimension n et f un endomorphisme de
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EXERCICES MPSI

E vérifiant rg(f) = rg(f?).
Montrer que E = ker(f) & Im(f).

Soient £ un K- espace vectoriel de dimension n et f un endomorphisme de

E.
1) Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
i) ker(f) N Im(f) = {0}
i) E=ker(f)+ Im(f)
iii) E = ker(f)® Im(f)
2) Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
i) ker(f) = ker(f?)
i) Im(f) = Im(f?)
iii) E = ker(f)® Im(f)
3) Soit f’ la restriction de f a Im(f).
i) Montrer que ker(f') = ker(f) N Im(f) et Im(f') = Im(f?)
ii) En déduire que rg(f) = rg(f?) + dim (ker(f) N Im(f))

Soient £ un K- espace vectoriel de dimension finie n € N* et u € L(E).
Pour tout p € N, on note I, = Im(uP) et K, = ker(uP).

1) Montrer que :
Vp € N, Kp C Kp+1 et Ip+1 C Ip
2) Supposons que u est injectif.
Déterminer I, et K, pour tout p € N.
3) Supposons que u est non injectif.

i) Montrer que : (30 =<p=<n| K, = Kp1)
Indice : Vous pouvez raisonner par l’absurde, puis introduire la di-
mension.
r désignera le plus petit entier 0 <X p < n vérifiant K, = Kp1.

ii) Montrer que :
a) I =141
b) Vp e N, K, = K4,
iii) En déduire que (Vp € N, I, = I, 1)
4) Montrer que F = K, @ I,
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EXERCICES MPSI

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*.
Soient f,g € L(E,K).
Montrer que

ker(f) = ker(g) & (Ja € K*, g = af)

Soient £ un K-espace vectoriel et f,g € L(E) vérifiant fg — gf = Ig.
1) Montrer que

i) vn =1, fg" —g"f =ng""!

i) Yn =1, frg—gf* =nfr!

2) Montrer que pour tout n > 1, les familles suivantes sont libres :

(IE7 f7 ceey fn) et (IE797 “eey gn)
3) En déduire que E est de dimension infinie.

4) On veut un exemple.
Vérifier que (E=R[X], f(P) = P’ et g(P) = XP) convient.
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Dans 'espace vectoriel R¥, les familles suivantes sont-elles libres 7

1) (f,g,h) ou f :x — sin(x), g :x — cos(x) et h :x — 1
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h) ou f :x — sin?(x), g :x > cos*(z) et h :x — 1
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Q1 = X
Considérons la famille B = (Q1,Q2.Q3) o1 ¢ Q2 = 3X?—-X+3
Qs = X*-X~-1

B est-elle une base de Rs|X]|? Sioui, déterminer les coordonnées de X.
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1) E = F([0,%],R). On définit pour tout k € N, fi : z — sin®(z). Montrer
que pour tout n € N, la famille ( fo, ..., fn) est libre.

4) Sek doy oy dn ER

9\-”}7\9994‘0?44(, dﬂ%o"'““" “n Zv o
(l/p{?’“" :'.*“’1'—""#:0



- 7
2 (v belad) \ A4t )
(Xys- Mn}ﬂ\t g dkxk 7‘;‘?“5‘( Qlanc M'{WJ(
,0( Ha(’/;u M:Co 41 18 WA, |

et (¥ odtdn,3e=0) RFD

‘e/) 2 H = F(R R). On définit pour tout k € N, g : = — €. Montrer que
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Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Soit f € L(FE).

ker(f) = Im(f)) < (£ =0 et n = 2rg(f))
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Exercice 5
Soient F' et G deux sev de R® tels que dim(F)=dim(G)=3.
Montrer que FFN G # {0}.
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o . .. 1) ker(f)NIm(f)=1{0}
/‘“) =7 /‘) %\ﬁ'm{fﬁfe i) B = ker(f) + Im(f)

iii) E = ker(f) ® Im(f)

i) ker(f) = ker(f?)
ii) Im(f) = Im(f?)
i) E = ker(f)® Im(f)

(On Prer ( -,-_-_—’éer”( ) :
’%—FQW JMMJ%‘IM%)”T“(%)

@’a/y-\«\; /6{ /('L((Qf;mc ,du f"; 'E;r.‘ e 0& er‘V\O\
ImlE) = o\a?u(’écr(m—irdﬁ(Iw(é]

’fé'l ;:)Hcf'p\; s /{'Lcrgf;mc Qe "; '?" e Ot 1?94/\0\
2 €) mdin (he§) 40T

£ oL Sl (fer(§) = e (oee( 2
Abs  dam (Tmlf)) = de (Tl {*))




GZM«/ 2) g-a v Ol *Léﬂfkcme du fhad
Alrs o resk a mae Toa(f) V) 22 -
7?& 4,&15 A& ﬁc//{’ﬁﬂﬁ)m/&( ?M( N=0 :

One ")LE—’L'I((\ N1 w(q) => Ao =9
«%%E | A Fd(%)

(x=41)) > §(H= 1)
k ) =0 = __; {34 =0

= Lt ()




3) L’ f :j:{[{-—);{/&i?(ﬂ)
ﬂ)%?ﬂ'( %«([jr)ﬂ ﬁefff) /’IM(,{) :
r 44 " /({’A);-__ oj
@ o ey 0 )
e 1 B Ih(j ) =9
;Zilocf’IM({;/Wf#{f)} = @
M gue Tuf§)=Til{’)
L)’I (4") i-ﬁ-/ ({0 /e Telf) ]
) /neToD)]

= i i) /¢ @ES
= rIm(z’z)
;,1)@49/..:@ s e g 7 ):b7(4‘§2)+d“(ﬁ”{0m6)>

r\ at / T, ) B r
04}7, /;?MW e Jhrdoreme dlu rausy { h f& Ty g

(Ova i (i) = i (k) 4 i (T (g

tecld') = %) N TAZ)

. %YM/Z,):I
Alses ny(f) = d@(ﬁ«{{]ﬂfm(gl)_y ng(4")







A proes KyRyy ) oo
L’d o_é’f__é‘h; Ar{,‘»(\({,) < AEM%Q\

| Olin Ko) & dinlKy)
C?Olm ¥ o M (K,g_) < am(\(_z\

(K ) < d (K*M\

S (K5 é Qon (K £)— %
Jonh) = Qawdle) —°




G 9@!{4 aL,er‘e, (a K“, ANy B b dim(E) -

P ii) Montrer que :
A6 IO) Zﬂ ’:Vi/‘,"¢? a) ITZI?H

b) vpe N, K, = K’r+p
@h - K"‘ — K’T-!-'i

1 w!/el?@-efa;%ﬂ( ;Jum oA and 11
93’7 e - {ﬂd.:h(g)j am(kr)+gfm;3

A (B) = B (Ko ) 4+ (T
Q){,ﬁi Arin (I = o (T
@l’l Ly dt ww pon de L /C@f(:[;ﬂ C'I,-,_

D Tu=T)

A N

a0 S heCuraon ‘ _
lel’{aﬂ&..m: 9)94_( f:o (EW1dm4€>
w Ssu':j)ﬂl\/u_ghﬁbm! @K:[ﬁ&?
A s om ?At K”:K?“lf—l-i

2 K7 C Kaggan

Ona Kn =Knep Choipes lpe 17
ﬂ {wa—l-l- C{hq;%




4) 4) Montrer que F = K, & I,

;) An m:[,::{O]K
&)A@(E ): é’“”/ﬁ) +'/‘Jj”‘" (I/, )
M)//’M'hm't At hareme A ha,u% -

M b s iy
7914 a lsrs 6 Ka m‘I_I_ W(éfvc A =O «

M () =2
(O et e A B
/Qﬁ—L “‘[:MQ(‘E\ _F_:’)Mq(”‘):/()\ ('6)

M -{’\ D
OQV(-C M (’l):.—.—o 'WA A ('(7)—'

=7 LeX |
= éGKih cor Kop = Kn 5/""/4'/)
o /u\,Fl t),=0 8\'\?‘%






IneG -.:{ o\“ oL ()=

ICMZ 5,—{, dm(@):i
:’7@,6(41.:_\%03 , G ...;Vcd’(/’\)>

@n Cheche o € K¥ 4 G ¢ 9:0(,{@/'\["@’(0!\

l
/OM G <% = ﬂ(?{ W\/(C‘l'(a‘B) <=-__'7 %(a = . (a)
<:'7 A = %(a’
1@
¢61u1 E{wf‘ ep—dc}‘c ¢ dr%(a}

IRy ek

/Oh (a e \ed(a) o aqko’)

{174,-/5 g A/—e/(z)
= {3 @) o

Bt aur (Gla) $3) G Bucll)Eety)



1) Montrer que
i) Vn = 1, fg" —g"f =ng"™
i) Vn = 1, f'g —gf" =nf"""
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En déduire que E est de dimension infinie.

3)
5) %@Q)Mwmfﬂ"" /(f

&bgll‘vclc %%"939"} (f‘"f &
e de O\;mm&‘aw ‘(’GMC- (f\/'@-[-gwo d,,;,,(g).:y\

@4[&0 %[E) tlr Guwn d( ;d,f;v\uﬁlw %’;@LW dW(X/E)):,nz
@’ "'; 20/!'(‘1 {4‘“"'{& (Ig[{(*'rﬂ )(ﬁ\ Un< {Ww{‘f
J A4 ™ (Q(e I(U’PGQ JZ(E) 2

Dt (ued(Tgifir 4" ) L R

: 4 :‘/\2_
=N+1
G_ CTAM - a\ofl,\.rdt

L’) On veut un exemple.
Vérifier que (E=R|X], f(P)= P’ et g(P) = XP) convient.
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