CCP 2016 - Filiere MP
EXTRAIT

PROBLEME : Fonction Digamma

Partie préliminaire
III.1.

II1.1.a. Soit x € |0, + o[, démontrer que la fonction ¢ +— e ~/*~! est intégrable sur ]0, + oo|.

II1.1.b. On note, pour tout x € |0, + oo, ['(x) = / e '+*"1dr (fonction Gamma d’Euler).
0

Démontrer que pour tout x € |0, + e[, I'(x) > 0.

IIL.1.c. Démontrer que la fonction I est dérivable sur |0, + oo puis exprimer I'"'(x) sous forme
d’intégrale.

noq 1
IIL.2. Pour tout entier n > 2, on pose u, = —dt — —.

n—11 n

III.2.a. Utiliser un théoréme du cours pour justifier simplement que la série Z u, converge.

n>2
"]
IIL.2.b. Pour tout entier n > 1, on pose H, = Y | e In(n).
k=1

Démontrer que la suite (H,),>] converge.

La limite de la suite (H,),> sera notée y dans tout le sujet (y est appelée la constante d’Euler). Dans

l—*l
la suite de ce probleme, on définit pour tout x € ]0, + oo, Y(x) = F((x)) appelée fonction Digamma.
X

Expression de la fonction Digamma a 1’aide d’une série

IIL.3. Pour x € |0, + oo[ et pour tout entier n > 1, on définit la fonction f, sur |0, + oo| telle que :
pour tout t € |0,n], f,(¢) = (1 - %)nt"_l et pour tout 7 € |n, +oo[, f,(¢) = 0.
II1.3.a. Démontrer que pour tout x < 1, In(1 —x) < —x.
En déduire que pour tout entier n > 1, pour tout x € ]0, +oo[ et tout # € ]0, +oo[, 0 < f,(¢) < e 't* L.
II1.3.b. En utilisant le théoréme de convergence dominée, démontrer que pour tout x € |0, + oof,

I(x)= lim (1—-) A1,
0

n—r+oo n
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II1.4. On pose, pour n entier naturel et pour x € |0, + o[, ,,(x) = / (1 —u)"u*du.
0

II1.4.a. Aprés avoir justifié I’existence de 'intégrale I,,(x), déterminer, pour x > 0 et pour n > 1,
une relation entre I,(x) et I, (x+ 1).

II1.4.b. En déduire, pour n entier naturel et pour x € |0, 4 oo[ une expression de 7,,(x).

| X

IT1.4.c. Démontrer que, pour tout x € |0, +oo[, I'(x) = lim nn—n (formule de Gauss).

n——4-o0 H (x . k)

k=0

n
II1.5. Pour tout entier n > 1, on note toujours H,, = Z P In(n).

k=1
n

1 L —x
En remarquant que pour n > 1 et x € |0, + oo, ;I I (1 + %) = eXH”I I [(1 -+ %) eT] , démontrer
k=1 k=1

1 L —x
que pour tout x € ]0, + oo, —— = xe’™ lim H [(1 + )—C> eT] (formule de Weierstrass).
n——-oo =1

['(x) k
I11.6.
II1.6.a. En déduire que la série Z [ln (1 + z) — )ﬂ converge simplement sur |0, + oo].
k>1
iy X\ X
IIL.6.b. On pose, pour tout x € |0, + o[, g(x) = Z [ln (1 + z) - d . Démontrer que 1’application
k=1
g est de classe C! sur |0, + oo[ et exprimer g’(x) comme somme d’une série de fonctions.
ITL6.c. En dédui tout x € 0, + o], Y(x) = — —+§f 1) o i
.6.c. En déduire que, pour tout x € |0, + oo, Yy(x) = — — — ———|. On rappelle
que, p y : Y Ak ktx pp
I (x)
tout x € |0, + oo, = .
que pour tout x € ]0, + oo[, W(x) )

I1L.7.
~+o0
II1.7.a. Que vaut y(1)? En déduire la valeur de I’intégrale / e 'In(t) dt.
0
ITIL.7.b. Calculer, pour tout x € |0, +oo[, Y(x+ 1) — y(x) puis démontrer que, pour tout entier
n—1

1
n>2,vn) =—-y+ —.
Wi =1+ g

1 1
Tkty+l kty+x

IIL7.c. On pose, pour tout (x,y) € ]0, +oo[* et k entier naturel, ji(y)

Démontrer que la série Y ji converge uniformément sur J0, + oo.
k>0
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En déduire lim (y(x+n)—y(l+n)).

n—r4-oo

ITL.8. Déterminer 1’ensemble des applications f définies sur |0, + oo[ et a valeurs réelles vérifiant
les trois conditions :

o f(1)=~7,
e pour tout x € |0, +oo[, f(x+1) :f(x)—k%,
e pour tout x € ]0, + oo], ngr}rlw(f(x+n)—f(l+n)):0.

Fin Extrait
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