CONCOURS NATIONAL MAROCAIN 2022-MATHS I-MP
EXERCICE

Calcul d’intégrales
Noté sur 4 points sur 20

Soit A € C\ | —1,1]. On considere le polynéme Py = X2 4+ 2)AX + 1 € C[X], et on définit la fonction

de la variable réelle F par :
1

Vl‘ c R, F)\(.'E) = m

0.1. Etude des racines du polynéme P,.

On note z; et 2y les racines complexes du polynéome Py et on suppose que |z1| < |z2].
0.1.1. Préciser les valeurs de z1 + 29 et z129.

0.1.2. On suppose que |z1| = 1 et on choisit 6§ € R tel que z; = e’ Justifier que zo = e~
une contradiction.

0.1.3. Montrer que 0 < |z1] < 1 < |22].

0.2. Décomposer la fraction rationnelle P% en éléments simples dans C(X).

0.3. Développement de la fonction F) en série trigonométrique.

# puis trouver

0.3.1. Vérifier que pour tout réel x, F)\(x) = PSEZZZ)'
0.3.2. Montrer que pour tout réel x, F(z) = ZIEZQ <1_e}1121 + 1?;;;)

0.3.3. Justifier que, pour tout réel z, la série numérique ) 27’ cos(nx) est convergente et que
n=>1

21— 22

2 =
Fy\(z) = (1 + 2Zz? COS(TL:L’))

n=1

0.4. Application au calcul d’intégrales
On considere la suite de fonctions (wy,),,; définies par :

Vn e N Vo € R, wp(z) = 27 cos(nx)

0.4.1. Montrer que la série de fonctions » w,, converge uniformément sur R.
n=1

cos(pt)
A+cost

™
0.4.2. En déduire les valeurs des intégrales [ dt, pour tout p € N.
0

K s
0.5. Donner en particulier les valeurs des intégrales J ;Téggdt et of m;ﬁ%dt pour tout n € N et

tout réel a > 0, ou cosh désigne la fonction cosinus hyperbolique.



PROBLEME

Etude d’une série entiére

n n!

Pourtout(a,n)ERxN,onpose<Z>zlsin:0,et(a>:a(a—1)'"(a_n+l)sin>1.

On considere la suite réelle (by,),,cy définie par :

1t Lt

bo =1 et ¥ne N, b=~ t(t—1)~--(t—n+1)dt—/ ( dt
n! 0 0 n

Le probléme a pour objectif de déterminer le rayon de convergence de la série entiére Zn>0 bnz"™, puis

de calculer sa somme sur son intervalle ouvert de convergence et en fin d’étudier son comportement

aux bornes de cet intervalle.

Partie 1

Quelques résultats préliminaires

1.1. Une inégalité utile
Soit ¢ : [0,1] — R une fonction de classe 62 telle que o <0et p(0) = ( ) =0.
1.1.1. Montrer que, pour tout t € [0 1], ( +f0 (t —s)¢"(s)ds

1.1.2. En déduire que ¢/(0) = — fo (1—ys) )

(s
1.1.3. Montrer que, pour tout t € [0,1], g@( ) =— fo (min(s,t) — st) "(s)ds.
1.1.4. Montrer que, pour tout (s,t) € [0,1]%,0 < min (s,t) — st < &, puis en déduire que

Vte[0,1], 0<gt)< £10) = ')

1.2. Etude de la convergence d’une intégrale et d’une série numérique.
+oo
est intégrable sur l'intervalle [2, +oo | et calculer [
2

1.2.1. Montrer que la fonction t — dt.

t12t tl2t
1

1.2.2. En déduire que la série numérique > T

n>2

est convergente.

1.3. Formule du binéme généralisée
Si N est un entier naturel et x un nombre réel, alors

e =3 (V)3 (V)

n=0

C’est la formule du binéme de Newton.
L’objectif de cette section est d’établir une généralisation de cette formule au cas ou N est remplacé
par un réel qui n’est pas un entier naturel.
Pour cela, on considere un nombre réel «, qui n’est pas un entier naturel, et on note f, la fonction
définie sur | — 1, +o0] par :

Ve > —1, fo(x)=(14+2)%

1.3.1. Vérifier que la fonction f, est solution sur l'intervalle | — 1, 400], de I’équation différentielle

(I+a)y —ay=0



1.3.2. On se propose dans cette sous section de chercher les solutions de 1’équation différentielle (1) qui

sont développables en série entiere au voisinage de 'origine. Pour cela, on considere une série entiere
> anx™ de rayon de convergence R > 0 et on suppose que sa somme est note 1 : © — %O anx™ est
solution (1) sur lintervalle | — r,r[, avec r = min(R, 1). "

(i) Montrer que, pour tout n € N, (n+ 1)ap+1 = (n — a)ay.

(ii) En déduire que, pour tout n € N* a,, = Z ag.

(iii) Calculer le rayon de convergence p de la série entiere ainsi obtenue lorsque ag = 1, puis vérifier

que sa somme est bien solution de (1) sur 'intervalle | — p, pl.

400
1.3.3. Montrer soigneusement que pour tout = €] — 1,1, (1 + )% = > ( Z > 2"
n=0

Partie 2

Calcul du rayon de convergence et de la somme de la série entiére en question

On rappelle que la suite (by),,cy est définie par :

1
bp=1et Vn e N*, b, =

_% 0 t(t_l)...(t—n+1)dt:/01<;>dt.

(5 )=

2.2. En déduire que le rayon de convergence R; de la série entiere > b,z vérifie Ry > 1.
n>0
la suite de fonctions définies sur le segment [0, 1] par :

2.1. Vérifier que, pour tout ¢t € [0, 1] et tout entier naturel n,

2.3. Soit x €] — 1,1[, On note (un),,cy

Vi e NVt € (0,1, wun(t) = < ' )3:”

2.3.1. Montrer que la série de fonctions ) w, converge normalement sur le segment [0, 1].
n>0
2.3.2. En déduire que

00 1
n T

n=0

2.4. On cherche ici & montrer que le rayon de convergence R; de la série entiere Y b,a" vaut 1.
n=>0

+00
Raisonnement par I’absurde, on suppose que Ry > 1 et on pose f(z) = > bya™, x €] — Ry, Ry].
n=0

2.4.1 Soit = €]0, 2[. Justifier que f(x — 1) ~. oL
x—0
2.4.2 Trouver une contradiction et conclure.

Partie 3

Etude du comportement de la série entiere aux bornes de son intervalle de
convergence

Pour tout entier naturel n > 2, on note h,, la fonction définie sur le segment [0, 1] par :

. t
vt € [0, 1], hy(t) = tlnn—i—Zln <1 — k)

k=2



3.1. Etude de la suite de fonctions (hn) o
On considere la suite (vy,),,5, de fonctions définies sur le segment [0, 1] par :

n n

Vn > 2,Vt €0,1], wvy(t) =In (1 - t) —tln <1— 1) .

n
3.1.1. Vérifier que, pour tout entier n > 2 et tout ¢t € [0, 1], hy,(t) = > vr(t).
k=2

3.1.2. En utilisant le résultat de la section 1.1. de la premiere partie, montrer que, pour tout entier
n =2 et tout t € [0,1],0 < v, (t) < m - .
3.1.3. En déduire que la série de fonctions > v, converge normalement sur le segment [0, 1].

n=2
3.1.4. Montrer que la suite de fonctions (hy,), -, converge uniformément sur le segment [0, 1] vers une
fonction noté h, puis justifier que h est continue sur le segment [0, 1].
3.2. Recherche d’un équivalent de la suite (by),
3.2.1. Vérifier que, pour tout n € N* b, = (=1)"71 |b,].
3.2.2. Montrer que, pour tout entier n > 2, (n + 1) |bp41| = fol t(1 —t)e tmnehntdy
3.2.3. Montrer que, pour tout entier n > 2 et tout t € [0,1],0 < h(t) — hy(t) < £

3.2.4. En déduire, pour tout entier n > 2, ’encadrement

1 1
eﬁn/ t(1—t)e tmrehar < (n 4 1) by | < / t(1 —t)e tnneh gy,
0 0

3.2.5. Montrer que. pour tout entier n > 2,

1 1 Inn .
/ t(1 — t)e tmeht gy = / se~* (1 - i) M) ds
0 0

In2n Inn

3.2.6. On note g la fonction définie sur l'intervalle [0, +o0[, par :

V> 0,g(t) = (1—t)e"D sit e 0,1) et g(t) =0sit>1

(1) Justifier que g est continue sur U'intervalle [0, +o0].

(ii) Montrer, en vérifiant soigneusement les hypotheses du théoreme utilisé que la suite ( f0+°° se g (i

converge vers 1.

_1\n—1
et que b, ~ (=1)
n

1 . PR 1
(iii) Déduire de ee qui précede que |b,| o ot et

— 400 nin?n
3.3. Retour a I’étude de la série entiére aux bornes de son intervalle de convergence.

3.3.1. Montrer que la série entiere ) b,z™, de la variable réelle x, converge normalement sur le
n>0

segment [—1,1].

On note encore f la somme de cette série sur le segment [—1,1] :

+oo
Vo e [-1,1], f(z)=) bua"
n=0

3.3.2. Justifier que pour tout z €] — 1, 1], f(x) = m
3.3.3. Justifier la convergence de la série numérique Y (—1)"b,, et calculer sa somme.
n=0

FIN DE ’EPREUVE



