CONCOURS COMMUN SUP 2001
DES ECOLES DES MINES D’ALBI, ALES, DOUAI, NANTES

Epreuve spécifique de Mathématiques
(filiere MPSI)

vendredi 18 mai 2001 de 08h00 4 12h00 EXt r a i.t

PROBLEME 1

Dans tout ce probleme, a désigne un réel.
On se propose d’étudier les suites réelles (2, )nen vErifiant une rclation de récurrence du type :

Pour tout » de N,  wpqq = au, + P(n)

ol P est un polyndme.
Le R-espace vectoriel des suites réelles est noté RN, Un élément de RN est noté indifféremment (Up neN
Ou 1.

La partie I étudie le cas ol P est constant.

La partie II étudie le cas ol « #£ 1.

La partie III étudie le cas ol « = 1.

Partie 1 :

Dans celte partie, on pose Ec(;m ={ueR;, JbeR, VneN, Unt = att, + b},

1) Soitwu ¢ Eﬁ‘”. Il existe donc b réel tel que pour tout 2 de N : Unp) = au, + 0. Montrer I'unicité
de b. On notera b = b, pour u € E®.

2) a) Déterminer EEU).
2) b) Déterminer £,

Dans le reste de cette purtie, a est supposé différent de 1.
3) Montrer que E st un R-espace vectoriel.

4) Soit x la suite constante égale a 1 (pour tout n de N, z,, = 1) et soit y la suite définie, pour tout

nde N, par . y, = a”™.

Montrer que {x,y) est une famille libre de ESO). On précisera les valeurs de b, et b,,.
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5) Soit v € ELY.

AZy + Yo = Ug

; - . Rz .
§) a) Montrer qu’il existe (A, ) € R* unique tel que { Ny <l g 7

5) b) Montrer que, pour A et p définis a la question précédente, pour tout » de N,
Un= Ay + Hln

5} ¢) Que peut-on en conclure ?

6) Déterminer EY. On donnera en particulier la dimension de E®,

Partie 11 :

Dans cette partie, on suppose que a #£ 1.

On fixe un entier naturel p. On note R,[X] le R-espace vectoriel des polyndmes A coefficients réels de
degré inférieur ou égal a p.

On pourra confondre polynéme et fonction polynomiale.

Onpose EY = {u € RY; 3P eR,[X]; VneN, unpr = aup + P(n)).

1) Soit u € EX. 1l existe donc P € R,[X] tel que :
¥n = N, ﬁn—i—l = g, + P(n)

Montrer I'unicité de P (on pourra étudier I'application ¢ de R,[X] dans RP*1 définie par :
p(P) = (P(0), P(1),..., P(p))).
On notera P = P, pour u € £

2) Montrer que E est un R-espace vectoriel.

3) Montrer que I'application 8 définie sur E” par #(u) = P, est une application linéaire de EW
dans R,[X].

4) Déterminer Ker ¢ (noyau de 6).

5) Pour k € N, on pose Qr = (X + 1)F — aX*,

5) a) Quel est le degré de Q. ?

5} b) Montrer que la famille (Qo, @, ..., Q,) est une base de R,[X].

6) a) Montrer que pour tout k dans {0,1,...,p}, Q est dans ’image de 8, notée Im 4.

6) b) Que peut-on en conclure ?

7) Déduire des questions précédentes la dimension de E,

8) Pour k € {0,1,...,p}, on pose z{* la suite définie, pour tout n de N, par : 2 =k,
On rappelle que y est la suite définie, pour tout n de N, par :  y, = a™.
Montrer que (2, ..., 2(P) 4) est une base de EP .

9) Application : déterminer la suite (up )nen vérifiant :

Vi e N, Une1 = 2Up — 20+ 7
Ug = -2
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Partie III :
Dans cette partie, on suppose que a = 1.

1) En adaptant les résultats obtenus & Ja partie précédente, déterminer :

Egp) = {u, & RN; AP ¢ RP[X], Yn € N, Unt) = Uy + P(ﬁ)}

2) Application : déterminer la suite (uy, )pen vérifiant : I N
{V-n € N, Upgy = Uy — O+ 1

Up = -2
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