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EXTRAIT



— Les lettres N et R désignent respectivement l’ensemble des entiers naturels et
l’ensemble des nombres réels.

I - Lemme fondamental du calcul variationnel
Soient a, b ∈ R deux réels tels que a < b. Soit f : [a, b] → R une fonction continue

telle que pour toute fonction h ∈ C∞([a, b],R) vérifiant h(a) = h(b) = 0, on a :∫ b

a
f(x)h(x)dx = 0.

Le but de cette partie est de montrer que f est nulle sur [a, b].

Soit la fonction φ définie sur R par : pour tout x ∈ R, φ(x) =

e−1/x si x > 0
0 si x ≤ 0

.

1 ▷ Justifier que φ est de classe C∞ sur R⋆
+. Montrer que pour tout n ∈ N, il existe

une fonction polynomiale Pn définie sur R⋆
+ telle que

∀x ∈ R⋆
+, φ(n)(x) = Pn

(1
x

)
e−1/x.

2 ▷ En déduire que φ est de classe C∞ sur R.

3 ▷ Soient c < d deux réels. Construire une fonction ψc,d définie et de classe C∞ sur
R, telle que ψc,d(x) > 0 pour tout x ∈]c, d[ et ψc,d(x) = 0 pour tout x ∈ R\]c, d[.

4 ▷ En déduire que f est nulle sur [a, b].

Fin


