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PROBLEME D’ ANALYSE

Arctan(t
1. Soit f Uapplication de R dans R définie par : f(0)=1et Vt#0, f(t) = %n().

1.1 Montrer que f est continue sur R et paire.

1.2 Donner le développement limité a Uordre 1 de f(t) au voisinage de 0. En déduire que f est

dérivable en 0, et donner f (0).
1.3 Justifier que f est dérivable sur R, et calculer f (t), pourt € R*.
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1.4 A Uaide d’une intégrati ties, t :Vte R* ———dw=—=t* [ ().
4 aide d’une intégration par parties, montrer que , /0 i+ w2)? w 2 f@

En déduire le sens de variation de f.
1.5 Tracer la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (unité : 2 cm).

(On ne demande pas l'étude des points d’inflexion)

2. Soit ¢ Uapplication de R dans R définie par : ¢(0) =1 et Vr #£0, ¢(x) = l/ f(t)dt.
T Jo

2.1 Montrer que ¢ est continue sur R et paire.

2.2 Montrer que : Vx € R, f(z) < ¢(x) < 1. (on pourra commencer par supposer x > 0)
’ 1
2.3 Montrer que : Yz € R*, ¢ (x) = E(f(:c) — ¢(z)).

Montrer que ¢ est dérivable en 0, avec ¢/ (0) = 0. Donner les variations de ¢.

1
2.4 Montrer que : lim —

rx——+0o0 I

/ f@)dt =0. En déduire que lim ¢(x) = 0.
1

r— 400
2.5 Tracer la courbe représentative de ¢ dans le méme repere que celle de f.

( On ne demande pas 'étude des points d’inflexions)

3. Soit (up) la suite définie par ug € R et pour tout n de N : uny1 = ¢(uy), ol ¢ est
Uapplication du 2).

t
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3.1 Montrer que : YVt >0, 0 < <

N | =

, 1 L[
3.2 Montrer que, pour tout x strictement positif : | ¢ (z) |< —(1ff(x)) = —2/ TIe dt. (On pourra
X X 0

/ 1
utiliser 2.2 et 2.8). En déduire que, pour tout x strictement positif : | ¢ (z) |< T et que cette

inégalité reste vérifiée pour tout x de R.
3.8 Montrer que l’équation : © € R, ¢(x) = x admet une unique solution. On note o cette solution.

Montrer que o €]0;1].



1
3.4 Prowver que : Yn € N, | up41 — a |< 1 | wp — .
En déduire que (uy) est convergente, et préciser sa limite.
4. On considére Uéquation différentielle : x%y + xy = Arctan(z).
4.1 Résoudre cette équation différentielle sur | — 0o, 0[ et sur |0, +o0].

4.2 Montrer que ¢ est l'unique solution sur R de cette équation différentielle.



