Corrigé CNM option MP 2014 Maths 1
Par A.CHABCHI

Exercice :

1. Pour z,y € [0,1], on sait que (y/z — \/g)z >0,donc|2/zy <z +y|

Par ailleurs (1 — z) (1 —y) < (1 — /xy)2 — — (z +y) < —2,/zy ce qui est juste selon I'inégalité ci-dessus.

1
2. Soit ¢,y € [0,1],sil—ay=0,alorsy#0et 1< —=z<1,doncz=y=1.
Y

e F est continue sur [0,1]°\{(1,1)} comme fonction rationnelle en (z,y) avec un dénominateur ne
s’annulant jamais.

vy (1 - o) ey (1- )

e Au voisinage de (1,1) : |F (z,y)| < = , ce dernier terme tend vers 0
(1—zy) (1 + \/aTy)
lorsque (z,y) tend vers (1,1). Ainsi ( %Hn( )F(x,y) =0= F(1,1), F est alors continue au point
z,y)—(1,1
(1,1).

e On conclut que F' est continue sur [0, 1]

2

3. Il est clair que [0, 1]2 est un fermé-borné de R? qui est de dimension finie, c’est alors un compact de R?, F
étant continue sur ce compact, elle est donc bornée et atteint ses bornes

4. Pour tout (z,y) € [0, 1]27 on a F(z,y) > 0, donc inf 2F(ac,y) > 0, de plus cette valeur est atteinte
(w,y)€0,1]
sur les quatres segments de la frontiére de [0,1]°.

On conclut que inf , F (z,y) = 0 et que cette valeur est atteinte sur I’ensemble :
(z,y)€[0,1]

({03 x [0, 1]) U ([0, 1] > {1}) U ({1} x [0, 1]) U ([0, 1] x {1}).

2 . . , .
5. F est de classe C! sur ]0,1[" comme fonction rationnelle en (z,y) avec un dénominateur ne s’annulant
jamais.

F 1-
e Un calcul simple fournit : or (z,y) = Lxl (aczy — 2z + 1)
oz (1-ay)

oF 1-—
e [ étant symétrique en (z,y), on obtient : — (z,y) = 3/(73/)2 (y2x — 2y + 1)

Oz (1—=y)

OF OF 2y — =
6. Soit (zo,%0) €10,1[*, on alors B (z0,%0) = o (z0,Y0) = 0 est équivaut a { ;25_ 22;:11: (? ((12)) , en

faisant y x (1) —x x (2), on trouve & = ¥, en repportant dans (1), on obtient 23 — 22+ 1 = 0, on remarque
facilement que z = 1 est solution, on effectue alors la division euclidienne par (z — 1), on aura :

=1
V51
¥ —204+1=(z—1)(2*+2—1),ainsi 2® —22+1=0<= =" , la premiére et troisieme
—v5 -1
e=—5—

solution sont exclues car n’appartenant a ]0,1[.

—1 —1
Ainsi le seul point critique est | (xg,yo) = <\/5 , V5 > .

2 2

55 — 11

5 ~9.0170 x 1072,

7. Un calcul fastidieux donne F (xq,yo) =



Par ailleurs F' étant nul sur la frontiere de [0,1]%, donc

sup F(z,y)= sup F(z,y)
(x,y)€]0,1]? (@,)€]0,12

Et puisque F' de classe C! et n’admet quun seul point critique (zq, o) sur I'ouvert |0, 1[2 , alors forcément

sup  F(z,y)= sup F(z,y)=F (z0,%).
(w,y)€[0,1]2 (:I;,y)E]O,l[z
Probléme :
PARTIE I

—+o0
= E z™ avec R =1.
? m=0

1.1 Il s’agit de série géométrique, on a alors 1

1.2 On se raméne a une série géométrique, en effet, on a ’66_“| = |B| < 1, donc
it
€ — § Bm —imt
eit _ ﬂ 6 it
R —1 -1
1.3 De méme, on a }5 e”| = ‘B | < 1, donc
it it eit too

€ _—6 1 _ mzmt
et—pf B 1-pteit ﬁ Zﬁ

2w . it
1.4 On a / dz_ / < _at
’yz_ﬁ 0 e _B

dz et m
e Si|3| < 1, alors / = / ———dt = Z BMe~imtdt. Or pour tout t € [0,27], |8™e™ ™| <
o Z = B 0 et — ﬁ 0

m=0
|B]"™ avec 3 |B]™ convergente car |3] < 1, donc lasérie Y S™e~™! converge normalement, donc uniformé-

m>0
400 2m
— Z Zﬂ / —zmtdt

ment sur le segment [0, 27] , on peut alors intégrer terme a terme, on obtient :

2m
pour m # 0, on a / e~'midt = 0, d’onl
0
dz
v2 =B

=2

, dz et —1 (77 oo
e De méme si |3| > 1, alors / = / ———dt = — i S BT mtDNdL, on justifie de la méme
o Z = 6 = ﬂ B 0 m=0

fagon que cette série converge uniformément sur le segment [0, 27|, on obtient :

d —1 4o 27 ] 2 )
/ S z',Bfm/ etmttgy — 0, car YV m > 0, on a / etm+htgy —
0 z = ﬂ ﬂ m=0 0 0

1.5 Tl est clair que |Av+ pw| < [M| + |pw| = A+ p =1 car |v] = |w| = 1. De plus Pégalité |Av + pw| =
|[Av| 4 |pw]| est réalisée si et seulement si les complexes Av et pw sont positivement liés (ont le méme argument),

et puisque A > 0, p > 0, alors v et w sont aussi positivement liés : 3 o > 0, v = aw, or |[v| = |w| =1, donc a =1
et par suite v = w qui est un cas exclu. On conclut alors que |Av + pw| < || + [pw| = A +p=1.
PARTIE I1
2.1 Un produit se dérive terme & terme, donc on aura :
~  P(2)
/ (e %1 arp—1 .
z)=a z2—z g (z—2 i (z—2 = !
)=a) (z—=) k(2 — z1) (z —2) 2 —

Z
et par suite Z Qay

2—2
k=1 K



2.2

/ T
w 1 w— 2
2.2.1 En prenant z = w dans 2.1, alors ) = E g = akikz = 0, on conclut alors en
P (w) o WA i |w—
passant aux conjugués.

2.2.2 Selon le 2.2.1, on a w Z ﬁ = Z |047k|22k7 il suffit alors de remarquer que
w — Zk k 1'w——zk

g
v = 7750 ar € N*) et de poser 3, =
Z |w—zk|2 ( ) g ’Y|w—zk|

1 (673
, alors

w:ZBkzk, avec les B, > 0 et Zﬁkzl

2.3
e Siw est racine de P’ qui n’est pas racine de P, alors le résultat découle de 2.2.2
e Si w = z; est racine commune de P et P’, il suffit alors de prendre (ﬁl, s By ...,ﬂr) =(0,...,1,...,0).

e Ainsi les racines de P’ sont dans I’enveloppe convexe des racines de P.

2.4

2.4.1 Le complémentaire de cet ensemble est {21} U... U {z.} est fermé comme réunion finie de fermé, donc
C\ {z1,..., 27} est un ouvert de C. Puisque UN{z1, ..., 2.} = &, alors U est inclu dans C \ {z1,...,2,}.
P’ (z)
P(2)
s’annulant jamais.

Enfin z +— est continue sur C \ {z,...,2,} comme fonction rationnelle avec un dénominateur ne

2.4.2. Une intégrale cuviligne se raméne & une intégrale usuelle, elle est donc linéaire, ainsi :

5l - am e (=)

dz:{ 2im si |z,] < 1

Puis en utilisant le 1.4. : / , on obtient alors
v

Z— 2L 0 si |Zk:‘>1

1 [P (2) 1 u -

2 /7 P(2) "~ 2in D, oudim >,
k=1, ‘Zk‘<1 k=1, ‘Zk‘<1

La somme étant limité aux racines de module inférieur strictement que 1.

PARTIE III
3.1. Dans ce cas ap = k — n et d = 2n, donc
Gg_r =G =02n—-k)—n=n—k=—ay

Ainsi S, est auto-inverse avec € = —1.

3.2.

3.2.1. On a aq # 0 et puisque P est auto-inverse, alors { gg i g% , on conclut que P (0) = ag # 0 et
aq = |e|* aq, donc |e> = 1 et par suite || = 1.

3.2.2.

d d
P(z) = ez? <:> Zakz = Zsﬁkzd_k = Zaad,kzk7 VzeC*
k=0 k=0

Ceci est équivalent a
d d
E:akAﬁC:ZE:EEd_ka
k=0 k=0

Car ces deux polynomes coincident en une infinité d’éléments.



Et cette derniére égalité est réalisée si et seulement si :
vV ke{0,..,d}, ap =¢ea,_, , Aot 'équivalence cherchée. (e # 0)

C—C

3.4. L’application { 5% estun morphisme d’anneaux, le résultat en découle.

3.4.1. On pose Q (X) = (X —1)P(X), donc deg (Q) = d + 1, de plus on a P est auto-inverse, donc vérifie
la relation (1) obtenue dans 3.2.2., on a alors pour z # 0 :

QL) = e (L 1) P (L) = e (1-2)P (L) = (- ) P(2) = Q(2)

Ainsi @) est auto-inverse de paramétre —e # 0, selon la question 3.2.2.

3.4.2. On adeg(P,) =dcar p#0 et

entzP, <i> —e(p2)'P <:Z) = P(pz) = P, (2)

Donc P, est auto-inverse de paramétre epd #0.

d
3.4.3. Soit d =deg (P), on écrit P(X) =aq [] (X — zx), ot les z; sont les racines complexes de module 1
k=1
de P (éventuellement confondues).
1
Puisque |z;| = 1, alors z; = — et
2k
— (1 d /1 d /1 1 d
7)< o) () )
z k=1 \? k=1 \? 2k k=1 2k
1 d aqg (—1)" d aq (—1)"
= @i 11 (o= 2) = 0 [T (e -2 = 0P
Mz aq ]z " aa I1 2k
k=1 k=1 k=1
L d
Qaq (71) H Zk a
Ainsi P est auto-inverse de parameétre ¢ = % = :0 # 0,00 a9 =P(0).
ad ad
3.4.4. Par exemple P (X) = X2 + 3iX — 1 est auto-inverse de paramétre € = —1 et dont les racines ne sont

pas de module 1.
3.5. On a deg (R) = d, puisque \€|2 = 1, donc Pour tout z # 0, on aura

e2’R (i) = e2¢ (z"_dQ C) +E%Q (z)> = (an (i) +2247Q (z)) =cR(2)

Ainsi R est auto-inverse de paramétre €.

3.6.
1

3.6.1. Soit z € U, on a alors |Q1 ()| = |Q (#)] et puisque |¢| = |2| = 1, alors — = Z et
z

@)1= | (2)

3.6.2. Sinon, il existe zp € U tel que R (z9) = 0, donc Q1 (20) = —AQ2 (20) , en passant aux modules et tenant
compte du 3.6.1., on obtient |A] = 1 ce qui est absurde.

=1Q(®)| = ‘Wz)‘ = |Q ()| . D’ou légalité cherchée.

1 R/ 1 27 R/ eit )

3.6.3. Notons g(\) = Cr yRi 22 dz = % ), Rigeit;iendt cette application. On note f (A, t) =
BA(e). o . . ,
mze’ , puisque Ry n’a pas de racine dans U, alors f est continue sur [0, 1] x [0, 27, donc g est continue sur

A (et

[0,1]. (Pas besoin de domination puisqu’on intégre sur un segment).

D’aprés 2.4.2. on a g (\) = la somme des multiplicités des racines de Ry de modules < 1. Ainsi g est valeurs
entieres.



3.6.4. g est continue sur Uintervalle [0, 1] & valeurs dans N, donc selon le théoréme des valeurs intermédiares,
g ([0,1]) est intervalle inclu dans N, c’est forcément un singleton. On conclut que g est constante sur [0, 1].

3.6.5. Remarquant d’abord que deg (R)) = deg@; = d, puisque g est constante, alors g (A\) = ¢ (0) =

!/
— @1 (2) dz = d car les racines de )1 sont toutes de modules < 1, donc
2im ), Q1 (2)
1 R (2) .
— dz = d = deg (Ry) = la somme des racines de Ry de modules < 1
2it /., Ry (2)

donc forcément toutes les racines de Ry sont de toutes de modules < 1.

3.7.

3.7.1. On prend par exemple u,, = € [0,1] et Z,, = (zl#m,...,zd,“m), alors (Zy,),,~ est une

m+1
suite d’éléments du compact K = {z € C / |z| < 1}", elle admet donc une sous-suite (Z¢(m))m convergente vers
Z = (z1,...,2q4) € K, il suffit alors de poser A,, = Hg(m), qui est une suite de [0, 1] convergente vers 1 et les
(Zk, A ), cOnvergent vers zj avec |zx| < 1.

d
3.7.2. Pour tout m > 0,on a Ry, =aq [[ (X — 2x,,,) , en faisant tendre m vers +o0, on obtient le résultat.

3.7.3. Selon la question précédente, les racines z; de R sont de modules < 1.

1
D’autres parts, puisque R est auto-inverse alors R (0) # 0, et R (z1) = ez} R ( ) = 0, donc les — sont aussi
2k
racines de R, donc de modules < 1, donc |z| > 1. On conclut que les racines zj de R sont toutes de modules 1

PARTIE IV

4.1.
1— XnJrl

4.1.1. Ona A, = T —x donc

2ikm
A, (2)=0<=z#1let 2" =1l z=entl kc{l,..,n+1}

Ainsi les racines de A,, sont toutes simples et de module 1.

4.1.2. Soit w une racine de A/, donc w n’est pas racine de A, car les racines de ce dernier sont simples.
D’apres la question 2.2.2., w est un barycentre stricte des racines de A,,, donc s’écrit sous la forme :

ntl 2ikm
w = Z Brentl, avec les B, > 0 et de somme 1. L’inégalité de convexité admise en 1.5. assure que |w| < 1.
k=1

4.1.3. On a B,, = X A/, donc les racines de B, sont celles de A/, aux quelles on ajoute la racine 0, elles sont
de modules < 1 selon la question précédente.

4.1.4. On a deg (S,) =d =2n, et

n n n o 1
_ Xk — _ Xk' Xk'+n - _X"B - Xd—nB X
S Xt Y G > (k—m) X+ k () HXTBLX)
k=0 k=n-+1 k=0 k=1
on obtient la forme (2), avec ¢ = —1 qui de module 1 et @ = B, de degré n et dont toutes les racines sont de

modules < 1. Donc selon 3 7.3., les racines du polynome auto-inverse S, sont de module 1.
4.2.

e On suppose que les racines de P sont de module 1, alors selon 3.4.3., P est auto-inverse et selon 2.3., les
racines de P’ sont barycentres des racines de P, donc de module < 1 selon I'inégalité triangulaire.

. . o — (1
e Inversement, si P est auto-inverse de paramétre ¢, alors comme indiqué, P (z) = cz¢P < , les deux
z

termes étant holomorphes sur C*, en dérivant, on obtient alors

P’ (2) = edz?'P (1) —e2472p7 <1)
2 z



En multipliant des deux termes par z :

2P (2) = edz'P (i) — ez 1P7 (i) =dP(z) — ez 1pr (i)

1
On pose alors Q (X) = EP/ (X), on adeg(Q)=n=d—1, les racines de @ sont de module < 1, et on a
d—n n,yy 1
P(z)=27"Q(2) +e2"Q | -
Ainsi les racines de P sont de module 1 selon le résultat admis en 4.1.4.

4.3.

4.3.1. Comme indiqué, on traite les cas d pair et d impair

1 P
e Si d = 2p pair, on pose @ = 50 + Z ap+x X", on a alors deg (Q) = p et on vérifie alors que
k=1

P(2) = 297PQ (2) + €2 Q (i) = 2PQ (2) + e2PQ <i>

En effet :

— % 2PQ(2) = 2zp—|—2a 2P = pz”+ Z a2k

k=1 k=1+p

— (1 £ay, . — (1
x £2P(Q) (z ZPapy E 5ap+kzp , or P est auto-inverse, donc aj, = €@a,—x, donc €27Q 2=

2
p—1
a. Q.
k=1 k=0

Supposons par ’absurde que ) admet une racine z de module > 1, alors

p—1
a .
Q(2)=0= agz’ = — <2p + E ap+kzk>
k=1

1
Puisque ‘ < 1, on aura :
z
|ap|
|aq| = +Zap+k | < +Z|%+k|
Par ailleurs P est auto-inverse, donc |ag| = |azp—|, donc
p—1 2p—1 2p—1
1
D lapirl = D okl = 3 >
k=1 k=1+p k=1, k#p

on obtient alors

la,) 1 2 142
|ad|<7p+§ Z |ak|:§Z|ak\
k=1, k#p k=1

Ce qui est absurde, on conclut que les racines de @ sont module < 1 et par conséquant les racines de P
sont de module 1.

e Sid=2p+ 1, on suivera la méme idée.

4.3.2. On a les propriétés suivantes :



T.‘
[

. (X—l)P:adX‘Hl—l- (ak—akH)Xk—ao
0

>
Il

Puisque P est auto-inverse alors (X — 1) P l’est aussi selon 3.4.1.

d—1

1
On a |ag4| > ikz_olak — g1l

Donc le polynéme (X — 1) P vérife les hypotheéses du 4.3.1., ses racines sont de module 1, il en alors de
méme pour les racines P.

4.3.3.
=
e L’application v +—— ) Z |ax — vagy1| est continue sur le compact U, elle bornée et atteint sa borne
k=0
= d—1
inférieure : il existe p € U tel que = ar — pa = inf = ai — va .
xiste p a QI;JM a1 uetu2kz_0|k k1]

Puisque P est auto-inverse et p € U, alors Q (X) = P (uX) est aussi auto-inverse (3.4.2.)

d
e Q(X)= Zkak, avec by = pFay, puisque |u| = 1, alors on a :
k=0
= =
[bal = laa| = 5 1;0 lak — pag1| = 5 ;OVJ/@ — b1

Ainsi le polynome @ vérifie les conditions du 3.4.2.; ses racines sont alors de module 1. Or Q (z) = P (uz2)
avec |u| = 1, donc les racines P et @ ont les mémes modules, d’ott P est aussi unimodulaire.



