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Partie 1

LA -

LA1) Soitg: () Lo

oo
e "t de sorte que f(z) = / g(z,t)dt.
0

oOna:

e Vi €]0,+00[, z+ g(x,t) est continue sur R donc sur R ;
o Vx € Ry, t+ g(x,t) est continue (par morceaux) sur |0, +00[;
o Vz e Ry, Vt €]0,+o0], |g(a:,t)’ < lf—os(t) et g t—> 1+§S(t) est intégrable sur ]0, +-o00[ car :
— o = ¢(0,-) est continue sur 0, 4o0],
— au voisinage de 0, po(t) ~ % donc ¢o(t) = O(1) avec t — 1 intégrable sur ]0, 1],
t—0+ t—0+

— au voisinage de +00 ,pq(t) o 0 (%2) avec t — t% intégrable sur [1, +ool.
—+00

Le théoreme de continuité des intégrales a parametre donne que f est définie et continue sur R .

o On a donc aussi :

o Vx € R, t— g(x,t) est continue (par morceaux) et intégrable sur ]0, +o0];

. cos 2
o Vx € R, Vt €]0, 400, %(x t) = _lﬁc&(t) e " et g—x%(x,t) = (1 — cos(t)) e~ existent;

Yt €]0, +o0of, = +— %%(x, et — 24 (x,t) sont continues sur R%;

8
o Ve R, t— g%(x,t) et x ( ,1) sont continues (par morceaux) sur |0, +00];
e Ya > 0, Vx € [a,+o0[, Vt G]O +o0l, ’ )‘ < %ﬁe_at = 1(t) avec ¢; intégrable sur
10, 400 car :

— (1 est continue sur ]0, +00|,

— au voisinage de 0, p1(t) ~ % donc ¢1(t) = o(l) avec t +— 1 intégrable sur |0, 1],
t—0+ t—0+
— comme a > 0, au voisinage de 400 1 (t) T (lz) avec t — %2 intégrable sur [1, +o0[;

2
e Va > 0, Va € [a,+o0], Vt €]0,+00], ’g—x%(x,t)' < 2e7% = py(t) avec s intégrable sur )0, +o00]
car :

— (9 est continue sur [0, +o0],

1 1

— comme a > 0, au voisinage de +00 ,pa(t) Zg) avec t — 2 intégrable sur [1, 4o0].

t—)?—oo © (
Ainsi le théoreme de dérivation des intégrales & parametre donne que f est de classe C? sur [a, +oo[. Ceci
étant valable pour tout a > 0, on a f de classe C? sur R% .

I.A.2) ¢ La domination de g(z,t) établie au premier point du [1] permet d’utiliser le théoréme de convergence
dominée:

o ¥t €]0, +oof, g(w,t) —— 0;

e ¢ — 0 est continue par morceaux sur |0, 4o0];
o Vo € Ry, Vit €]0,400, |g(x,t)| < @o(t) avec pq intégrable sur ]0, +ool;
o0

donc f(z) .y ; 0dt soit f(x) mo.

= 9
ox

o La formule de Leibniz donne Vo > 0, f'(z) = / (x,t)dt et, comme ci-dessus:
0
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I.A.3)

LA.4)

L.A.5)

LB -
L.B.1)

o Vit €0, +o0, %(M) _ 1= ctos(t) oot 0

r—r+00
e ¢ +— 0 est continue par morceaux sur |0, 4o0;

e Vz e Ry, Vt€]0,+o0], a—g(x,t)‘ < p1(t) avec ¢; intégrable sur |0, +00[;

donc, par convergence dominée, f'(x) —— 0.
T—+00

> 629 >~ —xt :
@(x,t) dt = ; (1 = cos(t)) e~ dt soit

0
Ve >0, f’(z) = Re (/ (1—e") e dt) = Re (/ (e_zt - e(i_x)t) dt)
0 0
—at (i—z)t7°
:§Re<[—e + 2 ] ):me(l— 1,)
T T—1i |, T x—i

1 T+
-
6(3@ x2—|—1)

o La formule de Leibniz donne aussi Vz > 0, f"(x) =

1 T
donc Vx e RY, f(z)=— - —5— .
onc Vz T () ol
o Il existe donc une constante C1 telle que Vo € RY, f'(z) = In(z)—5 ln( 2+1)+Cy = 5 ln( T 1>+C1

Donc f'(x) —2 Cy et dong, selon [2], C; = 0. Donc Vz € R, f/(z) = In(z) — ?111(33 +1).

© Si F est définie sur R% par F(z) = zln(z ) — §In(2z® + 1) — arctan(z) alors F est C' sur R% et
! _ _ l 2 _ 5L’2

F'(z) =In(z) +1—5n(z* +1) pro R R +1

telle que Vo € R, f(x) = F(x)+ Cy. Or

= f'(z). On en déduit 'existence d’une constante Cy

F(z)=-—

|8

241 1
In (ﬂlj —g > — arctan(x) = —g In (1 + $2> — arctan(z) —— —

T
x =400 2

donc, selon [2], Cy = % Ainsi Vo € R, f(z) = zln(z) — %ln(a:2 + 1) — arctan(z) + % .

o Mai t conti 0 selon [1] et F r—— 7% d 0)=7%.
ais f est continue en 0 selon [1] et F(z) + 5 —o g donc f0) =5
1 t
Sis=0, ontheR*,l(;igs(St)—Odonﬂﬂ—O— %(S)dt
Si s # 0, le changement de variable t = |s|u est C! strlctement croissant de R sur R% et on a donc

T _ gy [ Lzeos(®) o [Tl cos(H 11— COSH)
2—f(0)—/O . dt/0 15| du = /

2 [*1-
Par parité du cos, on a donc Vs € R, |s| = — / M du .
0

™ u2

1 — (cos(t))™

o Soit, pour n € N*, g, (t) = . gn est continue sur |0, +00[, g, (t) Wil (0] (l) et
— 400

t* t*
1 t2 T 1 t2 n
) = s [1-(1-= t2 == [1-(1-n— t? ~ —=0(1
m), = 1= (1-5+0@) | =5 [1- (105 +0@®)] . 5 =00
donc g, est intégrable sur ]0, +-o0[. Donc (un)n>1 est définie .
> (1- t))? )" 1-— t))2 )"
oVn 21, Uspto — Uy = / ( (cos( 1)2 ) (cos(?) dt et Vt > 0, ( (cos( 25)2 ) (cos(t)) > 0 donc
0

Ugpt2 — Uy = 0. On a donc (ugn)n>1 est croissante .
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1.B.2) ouf:/ 1= cos(t)
0

3/10
2 dt = f(0) donc, selon [A.4] — % )
— (eoa(+))2 B
oVt >0, L (Ct‘;b(t)) _1 ;;)25(20

donc le résultat de [A.5] donne up = % (|2| 2) soit ug %
I.C -

I1.C.1) Appliquons le changement de variable ¢ = 4/ 2# qui est C! et strictement croissant de RY sur R a up,
Ceci donne

oo 1— (cos (\/Qu/n>>n 2 du
tn :/0 2u/n Vn 2\/u
c’est a dire u,, = Vn

oo 1 — (cos (JM))H
2\/évnavecvn:/o s du .

1.C.2) Pour z € [-1,1] etnEN*7ona’1—x"‘—’ 1—1’)2

-1
<|1—z| Y |2/F < n|1 — 2| donc
k=0

’l—wms<yﬁhdn>’::%1ﬁn2(V[;;).

Or, par concavité de sin, V0 € [ ,%} , 0 < sinf < 0 ("la courbe est en dessous de la tangente en 07)
donc Yu €]0,1], Vn > 1, sin (

Vu e RY,

1—»Qms(yﬁﬂﬁﬁ))"’<7z

’ \/%) < % et donc Yu €]0,1], Vn

)

1-— (cos (W))n‘ <u.
1.C.3)

Soit o, (u) = 1- (cos (\/2u/n))n.
e Vu €)0,+oo[, hyp(u)
=

o uy l=€e"

wa est continue par morceaux sur |0, 4+o0o[
e selon [2], Vn € N*, Vu €]0, +00]

n(w)| < (u) avec
1

SIU,E]O71]’
o

et 1 est intégrable sur |0, +oo[ car continue par morceaux sur |0, +oc[, dominée au voisinage de 0T
par u — —r5 intégrable sur ]0, 1] puisque 1
u

5 < 1let dominée au voisinage de +o0o par u —
intégrable sur |1, 4+o00[ puisque % > 1;

w32
*1—e"
donc, par convergence dominée, v,
n—oo 0

du .
u\/u Y
1.C.4)

En intégrant par parties

1—e™¥ —217Y v -2
/ ¢ du—[ } - e “—du
. Vu
1—e™®

=2 --21"e ’ +'2j/ e
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I1.A.2)

I1.A.3)

I1.A.4)

IL.A.5)

2

l—e"* l—e"¥ 1
et 2 N VT —7 0,2 7y hoo 7 s 0 donc, avec le résultat admis, v, — 2\/T.

L’égalité du [1] donne alors u,, ~ /1.
n—oo

Partie 11

o Par linéarité de lespérance, E(S,) =0 .

© S, est une somme de variables indépendantes donc V(S,) = > V(X}) donc V(S,) =n .

=
—

On a E(cos(S + T)) = E(cos(S) cos(T) — sin(S)sin(T)) = E(cos(S) cos(T)) — E(sin(S)sin(T)). Or,
selon le lemme des coalitions, S et T étant indépendantes, cos(S’) et cos(T) (respectivement sin(S) et
sin(T)) sont indépendantes. Donc E(cos(S+T')) = E(cos(S)) E(cos(T)) — E(sin(S)) E(sin(T)). Comme
T et —T ont la méme loi, par imparité de sin, sin(T) et — sm(T) aussi donc E(sin(T)) = E(—sin(T))
donc E(sin(T)) = 0. Donc E(cos(S + T)) = E(cos(S)) E(cos(T)) .

Montrons le résultat par récurrence sur n. Pour n = 1, E(cos(Sit)) = E(cos(X1t)) = %cos(t) +

%cos(ft) = cos(t). Si le résultat est vrai pour n > 1, E(cos(Sn41t)) = E(cos(Snt + Xnq1t)). Or
Spt et Xp41t sont indépendantes et la loi de X, 11t est la méme que celle de —X,, 11t donc, selon [2],
E(cos(Spt1t)) = E(cos(Snt) E(cos(Xn+1t)) = (cos(t))™ cos(t) = (cos(t))" .

Donc Vn € N*, Vt € R, E(cos(Snt) = (cos(t))”

Par la formule de transfert,

B(S)= Y PG =5=2 3 PS.=s) /Oml—“’;(swdu

S€5,(Q) S€5n(9Q) w
2 [ 1 — cos(su) 2 1
- ;/0 Z P(S, = S)Tdu = ;/0 = 1— Z P(S,, = s)cos(su)| du
SE€S.(Q) $€5,(9)
_2 /00 L [1 — E(COS(S u)} du = 2 /Oo 1 [1 — (cos(u))"] du  selon [3]
— ) u2 n - o u2 .

On a donc bien Vn € N, E(|S,]) = %un .

2
Donc - (uznt2 — uzn+1) = E(|S2nt2|) — E(|S2n41])

Yo IslP(Sensz =)= D |s|P(Sans1 =)
5€S2n+2(2) 5€S2n+1(22)
Or S2,41(Q) C [-2n —1,2n 4 1] et Sop4+2(R2) C [—2n — 2,2n + 2].
De plus, la formule des probabilités totales donne, pour tout s € [—2n — 2,2n + 2],
P(Son+2 = 5) P((Sant2 = 5) N (Xans2 = 1)) + P((Sant2 = 5) N (Xans2 = —1))
P((S2nt1=5—1)N(Xons2 =1)) + P((Sznt1 = s + 1) N (Xon42 = —1))

1
=3 (P(szn+1 =5—1)+ P(Sani1 = s+ 1)).
Ceci donne
2n+2 |S| 2n-+1
p (uzn+2 — Uznt1) = Z 5 (P(Szn-H =s5—1)4+ P(Sont1 =s+ 1)) - Z |s|P(S2nt+1 = )
s=—2n—2 s=—2n—1
2n+1 2n+3 2n+1
s+1 s—1
D D R (G T B DRI
s=—2n—3 s=—2n—1 s=—2n—1
1 2n+1
=5 > (Is+1+1s =1 =215} P(Szas1 = 5)

s=—2n—1
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(s+1)+(s—1)—2s=0 sis>1
Or[s+1]+|s—1]=2[s]| =9 —(s+1) = (s —1)+25s =0 sis< —1 donc
2 sis =0

2
= (uznt2 — uzni1) = P(S2n41 = 0).

2n+1 2n+1
Mais Vw € Q, Sopti(w) = Y Xg(w) = >, 1 = 1 modulo 2 donc P(Ss,4+1 = 0) = 0 et donc
k=1 =

Vn €N, Uopi2 = Uny1 -

I1I.B -
I1.B.1) Montrons Vn € N*, E(S%) = 3n? — 2n par récurrence sur n:

— pour n =1, S; = X; donc E(S}) = 214 ?( *=1=3x12+2x1;
— si le résultat est vrai pour n, on a

) =E((Sh+ Xny1)") = E(S) + 493 X041 + 652 X7 + 4S5, X2 1+ X 4)
E(S2) +4E(S3Xn41) + 6E(SEX2,)) +4E(S, X2 ,1) + E(Xp )

B(81) + 4B (5:) E(Xws) + 6B (S}) B 1) + 4B (S, E(X ) + B(X,10)
=3n° —2n+4E(S3) x04+6xnx1+4x0x0+1

=3 +4n+1=3n>+6n+3-2n—-2=3(n+1)2-2(n+1) cqQrD

I1.B.2) Ona P (Un > \/175> =P (SfI > n3\/ﬁ) et, puisque S2 est positive, I'inégalité de Markov donne

E(S%)  3n%-2n 3n?
P (8, >n’Vn) < 5= = <
(S = n"vin) n3y/n n3v/n n3v/n

. * 1 3
soit Vn € N*, P(Un>\/ﬁ><n3/2'

II.B.3) ¢Ona2Zz,= | {w € Q, Ug(w) > \}%} et, pout tout k € N*, {w € Q, Ug(w) > \/IE} € A car Uy, est

k>n
une variable aléatoire sur (Q, A, P). Donc, par propriété de la tribu A, Vn € N*, Z, € A .

o Par l'inégalité de Boole et le résultat de [2],

o0

;P (U’“ ~ f) 2 e

Le majorant est le reste d’une série convergente dont tend vers 0 et donc lim P(Z,) =0 .
n— 00

11.B.4) Comme Z, 1 C Z,, par continuité décroissante, P(Z) = lim P(Z,) = 0. Mais

n—roo

11° Sk 1
ovz= U [N {wz2f | = U IN{% <o)
neN* | k>n \/E neN* | k2n k k/
B . Sk(w) 1
—{wEQ‘HnGI\MWﬂ) | <

En particulier, Vw € Q\ Z, Sklgw) — 0.

k—oco
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S, N
Donc (W" converge presque siirement vers 0 .

Partie 111

III.A -
ITLA.1) On a Tpy1(Q) = {t £ anyy [t € Th(Q)} = <—an+1 + Tn(Q)) U (an_H + Tn(Q)).

Pour u € T,,41(2), on adonc P((Th41 = u)N(Xpq1 = 1)) = {OP(T" =u—ant1)/2 siu € anyr +To(9),

sinon.
De méme, P((T41 =u) N (Xpp1 = —1)) = {P(Tn = U+ anq1)/2 51 u € —ant1 + Tn(2),
0 sinon.
Or, le théoréeme de transfert donne :
E(|Tn+1|) = Z |ul P( n+l = u)
u€Tr11(Q)
- Y [p((Tn+1 =u) N (X1 = 1)) + P(Tui1 = u) N (Xnj1 = _1))}
w€ET),+1(2)
- Y [P((Tn == an 1) N (Xng1 = 1D)) + P(Ty = u+ ans1) N (Xpp1 = —1))]
u€Thn41(82)
1
9 Z |u|P(Tn=u—an+1)—|— Z |u|P(Tn=u+an+1)
=u€an+1+Tn(Q) uefan+1+Tn(Q)
1
=5 | X letawalP(Tu=2)+ 3 | —au| P(T, =)
L2€Tn () €T, (Q)
1
=5 2 lr+anal+lz—annl] P(Tu =2)
€T, (R2)
1
Z 5 Z (& 4+ ant1) + (z — ans1)| P(T, = )
€T, ()
> D Jal P(Ty=2) = E(IT))
z€T, (02)
donc la suite (E(|T,)), . st croissante .

III.A.2) |T,| étant une variable aléatoire finie, elle admet une variance et V (|T,]) = 0 donc, selon la formule de

Konig-Huygens, [E(\Tn|)]2 < E(T.*) = E(T?). Or T2 = Y a}X? +2 Y a;a;X;X; donc, par
k=1 1<i<j<n
linéarité de ’espérance et indépendance des Xy,

E(T))] Zak > i, B(X)E(X;) =Y a; <Y a}
T 1<i<j<n T k=1 k=1

[ee]
puisque (Z a%) converge. Ainsi la suite (E(|Tn|))n cn- est croissante et majorée par >~ a2 donc
\/ k=1

(E(|Tn|))n€N* est convergente .

MLA.3) Ona E(Th))= > uP(T.=u)
ue‘Tn](Q)

= Y w[P(T =)0 (X = 1) + P((Tal =)0 (X, = -1)]

€| T ()
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Posons S = Y apXi. Orw € (|Th] = u)N(X; = 1) <= (Xi(w) =1et |a; +S(w)| =u). Comme
k=2

S(w) = Z ar = —ay, siw € (|T,] = w)N (X; = 1), on a a; + S(w) = u. Réciproquement, si
X1 (w )—let a1+S( ) =wu, on abien w € (|T,| =u)N (X =1).
Donc (|7, =uw)N(X1=1)=(S=u—a1)N (X3 =1).
De méme, (|7, =u)N (X1 =—-1)=(S=—u+a1)N (X1 =—-1).
Or, selon le lemme des coalitions, X; et S sont indépendants donc

E(|Tn\):% Z uP(S =u—ay) + Z uP (S =—u+ay)
:ueTn(Q) w€Ty ()
:% Z (x+a)P(S=2z)+ Z (a1 — 2)P(S = 2)
=xe—a1+Tn(Q) x€a1+T,(Q)
1
=3 Z (x+a)P(S=z)+ Z (a1 —z)P(S = x)
| 2€S() z€S(Q)
Z P —(11.
z€S(Q)

D’autre part, E(|T1]) = a1 E(|X1]) = 1 car | X;| est la variable certaine valant 1.
Donc si a1 > ag + - -+ + a, alors E(|Tn\) = E(\T1|) =aqa .

ITIL.B -

II1.B.1) ¢ Soit, pour n > 1, j,(t) =

1 — cos(t) cos (%) -+ COs (271757—1)

. Jn est continue sur ]0, +oc[, au voisinage

de 0,

jn(t):t% [1_(1—t;+o(t2)> (1—g+0( )) '(1_2@rfi1)2+0(t2)>]

et Vt > 0, |ja(t)] < &

oo 1 — cos(t) cos (%) -+ CoS (Znt— 1)
Ainsi j, est intégrable sur |0, 4o00[ et donc J,, = / 2 dt existe .
0
© Prenons, pour k > 1, a; = k‘ > 0. La série (Z a%) = (Z M) est convergente car
1 . n
-1 0 (kQ) Soit T,, = Z apXp.
v 1 — cos(st)
SET) = X Pm=s)ll= ¥ Py [ =G
s€T, () SETw ()
o0 1 _
_ / Z P(Tn _ s) cos st a
0 |sern ()

/O“E<1Cj§<Tnt>>dt /’”1— <

Or cos(Tpt) = cos(Thn—1t + an, Xpt). et les variables T;,_1t et a, X,,t sont indépendantes selon le lemme
des coalitions avec P(a,X,t = ant) = P(—ap,Xnt = apt) = %, Pla, Xt = —apt) = P(—ap Xt =
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—apt) = % donc a, Xt et —a, X, t ont méme loi. Selon la question [II.A.2], on a donc E(COS(Tnt)) =

E(cos(T,—1t)) E(cos(anXpt)). Or E(cos(anXnt)) = %Cos(ant) + %cos(fant) = cos(ant) donc, par
récurrence immédiate,

E(cos(Tyt)) = cos(ayt) cos (ast) - - - cos (ant) = cos(t) cos (;) -+ COo8 (2nt_ 1)

ce qui donne 5§ E(|T,|) = J,.

Les résultats du [A] donnent donc que (Jn) est croissante et convergente .

neN*

II1.B.2) © Z 2k —1 = %%%L 1 donc, selon [1] et [A.3], on a J; = %E(|T7|) = %E(\Tﬂ) =J1 = % donc, par
croissance de (Jy,), Vn € [1,7], J, =
o Selon [A.1],

v

1
B(Tunal) = E(Tul) = 5 Y. [l + ansal + o = ana| = 2[al| P(T0 = 2)

z€T, ()
(x4 aps1) + (. —aps1) —22=0 six>apt1 =0
Or |z+ant1|+H|z—ant1| -2z = —(x+ant1) — (€ — any1) +22=0 siz< —ap11 <0

(x4 ant1) — (@ — ang1) = 2|z] = 2(ant1 — |2]) sl —ant1 < < api1

E(|Tot1]) — E(|T]) = > [ans1 — |2|] P(T = ).

zGTn(Q)ﬁ]—an_H,an_'_l[

donc

Notons V,, 'ensemble V,, = T,,(Q)N] —anit1, Gni1[= {E LAk ‘ (517 ... ,En) e {-1, 1}"} N]—ani1, Gniil.
i=1

Pour z € T,,(2), on a P(T,, = z) > 0. Plus précisément (mais ceci ne sert pas),

n
Tr = E Erag ¢ -
i=1

Ce qui préceéde montre que V,, # 0 = E(|T,11|) > E(|T,]). Montrons donc que Vn > 7, V,, # 0.

Soit a, = Min (T}, (22) N[0, +o0[) qui existe car T;,(£2) N [0, +-00[ est un ensemble fini (Card (T, (2)) < 2")
n>8  sin pair,
n > 11 sin impair.

P(Tn = w) = ;Card{(gl,...,sn) e{-1,1}"

n
non vide (il contient Y ay). Montrons par récurrence sur n que oy, < m pour {

— Initialisations:

8
o By = —ag —i—kz ay = % € Ts(N) et 2 x 17 x 42835 = ;’lggig < 1ldoncas < fBs < 5 ><117
=2
11
_ 2 _ 13729 13729 _ 631534
* Bu=ar— 2 an 4T = 13500535 € Tl et 2 X 23X 59535 = 14540535 < 1 done

a1 < Bi1 < 2><123~

— Hérédité:
Soit (H,,) :

1
ay < 5@ £ 1)’ montrons (H,) = (Hn+2)-

ay, € T,() donc ay, — apy1 + apas = @y — ﬁ + 27171+3 € Thi2(0) et on a

1 ~2 2n — 1
- \~ n — Un n \
2(2n+1) 2n+1)(2n +3) > It + anto 2(2n +1)(2n + 3)

0<a, <

_ 2 2n —1 _ 2n—1

done |an — a1 + anye| < Max ((2n+ D(2n +3)’ 2(2n + 1)(2n+3)> T 2@n+D)(2n+3)
n—1> 4 Comme —T},12(Q) = T 42(Q), Bnia = |an—an+1 +an+2’ € T)4+2(Q) donc ayq2 < Brgta-
Mais 4 >0 d’ot (Hpt2)-

TR R Rl Cre ey ey
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. n =8  sin pair,
Ceci donne «,, € V,, donc V,, # 0 pour {n S 11 sin impair.

Il reste & traiter les cas ou n € {7,9}:

7
o fr=a1— > ap = 7425002415 € T7(Q) et 15 x 7425002415 = —:2,)8%:13 < 1 donc B7 € Vr;
k=2

8
e fg=a1— > ap+ag= 65765 € To(2) et 19 x 72685375615 = ‘;ggggg < 1 donc By € Vy.

Annexes

»”

Pour illustrer, un tableau des premiéres valeurs de (2n+ 1)a, et E(|Sn|) calculées par "force brute ” en
Python, Uhistogramme de T,, pour n = 23 (soit 8388608 points) et, a titre de comparaison celui (toujours

pour n = 23 et sur le méme intervalle donc équeuté) de kil %

n 2n+ 1)y, E(|S,) o (Sn)

1 3 1 1

2 3.333333333 1.000000000 1.054092553
3 3.266666667 1.000000000 1.072898463
4 2.914285714 1.000000000 1.082367440
5 2.339682540 1.000000000 1.088055584
6 1.583261183 1.000000000 1.091846792
7 0.672993673 1.000000000 1.094553140
8 0.370607171 1.000340632 1.096581516
9 0.703439045 1.000629875 1.098158107
10 0.001633867 1.000690845 1.099418624
11 0.021702893 1.000937343 1.100449401
12 0.036065548 1.001032926 1.101307970
13 0.058271985 1.001181429 1.102034139
14 0.024138050 1.001280076 1.102656332
15 0.000608269 1.001381393 1.103195380
16 0.009901949 1.001465147 1.103666902
17 0.002905477 1.001543349 1.104082833
18 0.002867351 1.001612301 1.104452457
19 0.000221392 1.001675264 1.104783096
20 0.000800759 1.001732091 1.105080609
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