EXERCICES Spé MP

Révision

[Algébre linéaire du Sup

Exercice 1 :

E=Ro[X]et f: P P(5)—2P(X +1)
1) Montrer que f est un endomorphisme de E.
2) Détérminer la matrice de f dans la base canonique de E.

3) Détérminer det(f) et trace de f.
f est-il un automorphisme de E? justifier votre réponse.

Exercice 2 :

E est un R-esp vect de dimension 3, et B = (e, e2,e3) en est une base.
Soit f € L(F) tel que

4 -2 =2
A=matp(f)=|1 1 0 -1
3 -2 -1

1) Détérminer trois vecteurs non nuls e1, €9, 3 tels que :

fler) = 0
fle2) = &2
fle3) = 2e3

2) Justifier que la famille S = (e1,¢€9,£3) est une base de E, puis donner la
matrice de f dans cette base.(notons-la D)

3) Détérminer une matrice inversible P telle que
A=pPDpP!
4) i) Calculer P~}

ii) Calculer A™ pour tout n € N

iii) Considérons les suites (n)n , (Yn)n €t (2n)n définies par :

rg = 1 Tnt1 = 4xp —2yn — 22,
Y = —1 et Yn+1 = Tp — 2n
zo = 0 Zndl = 3Ty — 2Yn — 2n

Détérminer le terme général de chacune des suites (zy,)n , (Yn)n €t (2n)n-

Exercice 3 :

Soit E un K- espace vectoriel de dimension n > 2. Soit f un endomorphisme
de E nilpotent d’indice n. cad f* =0 et f*~1 #£0.
Soit alors e € E tel que f"~1(e) # 0.
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1) Montrer que la famille B = (e, f(e),..., f*"1(e)) est une base de E.

2) Ecrire la matrice de f dans la base B.

Exercice 4 :

Soit n > 2. Notons E = M, (R). On notera Tr(A) la trace de A.
1) Montrer que T'r est une forme linéaire sur E.
2) Montrer que
VA,B € E, Tr(AB) = Tr(BA)
3) Soit f une forme linéaire sur E vérifiant

VA,B € E, f(AB) = f(BA)

i) Montrer que
a) V1<i#j<n, f(Ej) =0
b) V1<i,j<n, f(Es)=f(Ej)

ii) En déduire que f est proportionnelle a T'r.

Exercice 5 :

Soit n > 2. Soit A = (a;;) € M,,(C) vérifiant

Vi€ [1,n], laal = > lai]
J#i
Notre objectif est de montrer que la matrice A, dite & diagonale strictement
dominante, est inversible.
z1
1) Supposons l'existence d’un vecteur X = : non nul de M,;(C) tel
Tn
que AX =0.
Soit k € [1,n] tel que |zk| = supi<i<nl|zi|.
Montrer que |agpzi| < Z lag;x;|
J#k
2) Aboutir & une contradiction.
3) Conclure.

(CCP 2020 : Extrait et adapté)

2 1 1

On considére la matrice A = 2 1
1 2
; o B = (e1,e2,e3) la base canonique

—_ =

Soit f € L(R?) tel que matp(f) =
de R3.
Notons x4(X) = det(X I3 — A).
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1) Montrer que x4(X) = (X — 1)%(X — 4).
Notons E1(f) = ker(f —idgs) et E4(f) = ker(f — 4idgs).

2) Déterminer une base (¢1,£2) de E1(f) et une base (e3) de E4(f).
Notons maintenant B, = (£1,€2,€3).

3) Vérifier que B, est une base de R3 et écrire D, la matrice de f dans cette
base.

4) Déterminer une matrice inversible P telle que A = PDP~!.

5) Déterminer pour tout entier naturel non nul n, les 9 coéfficients de la
matrice A™.

6) Déterminer, & partir de 4), une matrice B vérifiant B2 = A.

(Extrait de : Centrale 2020)

Soit n € N*.

S,, désignera le groupe des permutations de {1,...,n}.

On dit que deux permutations ¢ et 7 de S, sont conjuguées s’il existe une
permutation p € S, telle que

T = pop*1

po désignant la composée poo.
A toute permutation ¢ € S,, on associe la matrice de permutation P, =
(aij) € M, (C) définie par

S 1sii=0o(j)
1 0 sinon
1) Pour toutes permutations p et p’ de Sy, montrer que P,y = P,Py

2) En déduire que pour toutes permutations o, 7 € S, si o et 7 sont conju-
guées alors P, et P- sont semblables.

(Extrait de : Centrale 2020)

Soient g une application de N* vers C et n € N*.
Soient M’ = (m};) et D = (d;;) deux matrices complexes de M,,(C) définies
par :

1 si j divise i / g(j) si j divise i
T tml ={ IV
K { 0 sinon v i 0 sinon

Posons M = M'DT, ot DT désigne la transposée de D.
Montrer que

det(M) = ] 9(k)

k=1
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