Exercices MP

Fonctions a parameétre
Classiques

(Transformée de Laplace)

L*>([0,4o00[, C) désignera l’ensemble des fonctions continues et bornées sur
[0, +00] & valeurs dans C.

Soit f € L*°(]0, 400, C). On appelle transformée de Laplace de f I’applica-
tion L(f) définie par

+o0o
¥z >0, L(f)(z) = /0 F(t)e="tdt

1) Vérifier que si f € L*(]0, +o0[,C), L(f) est bien définie sur ]0, +-o0].
2) Montrer que
i) Pour f(t) =1, L(f)(z) = .
ii) Pour f(t) =sin(wt), ot w € R, L(f)(z) = 275
3) Montrer que L est une application linéaire de L>°([0, 4+o00[, C) vers C(]0, +ool, C).

4) Soit f € C*([0,+o0[,C) telle que f et f’ soient bornées.
Montrer que

Vo >0, L(f)(z) = zL(f)(x) - £(0)
5) Soit f € L*([0,4o00[,C). Montrer que

lim zL(f)(x) = f(0)

T—r—+00

Indication : Vous pouvez utiliser un changement de variable.
6) Soit f € L*([0,4o0],C).

Supposons en plus que f posséde une limite finie L en 4o00.

Montrer que

lim zL(f)(x) =L

x—0
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