Résumé du cours lére Année

Equations diﬁ‘érentielles]
linéaires

I) Equation différentielle linéaire du premier ordre
1) Généralités
‘Déﬁnitions : ‘

I un intervalle de R. Soient A, B et C trois fonctions continues définies sur I

et a valeurs dans R ou C.
1) Une équation différentielle linéaire d’ordre 1 est de la forme :

(E) : Ay +By=C

2) On appelle solution sur I de I’équation différentielle (E) tout fonction f
dérivable sur I et vérifiant

Ve € I, A(z)f (z) + B(z)f(z) = C(x)

3) L’équation différentielle (E) est dite homogéne (ou sans second membre)
si la fonction C est nulle.
4) L’équation homogene associée a I’équation différentielle (E) est

(H) : Ay +By=0

1) Si la fonction A ne s’annule pas sur I, alors I’équation différentielle (E)
est équivalente & une équation différentielle de la forme :

Yy +ay=>

ol a et b deux fonctions continues sur I et & valeurs dans R ou C.
2) C’est cette forme d’équations qu’on étudiera.

‘2) Forme générale des solutions‘

‘ Proposition :

La solution générale de I’équation différentielle (E) : y'+ay = b est la somme
d’une solution particuliére de (E) et la solution générale de (H) : y'+ay = 0;
I’équation homogéne associée.

Pratique de la résolution de ’équa diff (E): ¢/ +ay=10:

1) On commence par résoudre (H) : y + ay = 0; I'équation homogeéne as-
sociée.

2) On cherche une solution particuliére de (E) : ' +ay = b.

3) Pour la solution générale de (E) : on somme les deux.
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‘3) Résolution de 1’équation homogéne‘

‘Proposition : ‘

Soit A une primitive de la fonction a.

Les solutions de I’équation homogene (H) : ' 4 ay = 0 sont les fonctions
de la forme z — Ae=4(®) on X est une constante (de R ou C ).

‘4) Déterminantion d’une solution particuliére de I’équation compléte

Méthode de variation de la constante :

Pour rechercher une solution particuliére de ’équation compléte

(E) : y'+ay = b, on utilise souvent la méthode de variation de la constante,
qui consiste a chercher une solution sous la forme A\(z)e=4(®) ot \(z) est une
fonction a déterminer.

Elle vérifie A(z) = / b(z)eA® dz

(cad : A est une primitive de la fonction z — b(z)eA®) )

5) Existence et unicité de la solution d’un probléme de Cauchy‘

Proposition : ‘

Pour tout z¢p € I et tout yo € R (ou C), il existe une unique solution de
Iéquation différentielle (F) v + a(z)y = b(x) vérifiant y(xo) = yo.

‘6) Principe de superposition de solutions‘

‘ Proposition : ‘

g est une solution de : y' + a(x)y = bi(x)
Yo est une solution de : y' + a(x)y = ba(x)
Alors (ay1 + Bys2) est une solution de : y' + a(x)y = abi(x) + Bba(x)

IT) Equation différentielle linéaire du second ordre
1) Généralités
‘Déﬁnitions : ‘

I un intervalle de R. Soient A, B, C et D quatre fonctions continues définies

sur I et a valeurs dans R ou C.
1) Une équation différentielle linéaire d’ordre 2 est de la forme :

(E) : A"+ By +Cy=D

2) On appelle solution sur I de I’équation différentielle (E) tout fonction f
deux fois dérivable sur I et vérifiant

Vo eI, Alx)f"(x) + B(z)f'(z) + C(z)f(z) = D(x)

3) L’équation différentielle (E) est dite homogéne (ou sans second membre)
si la fonction D est nulle.
4) L’équation homogeéne associée a I’équation différentielle (E) est

(H) : AY"+By' +Cy=0
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5) Une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coéfficients constants est
de la forme :
(E) : ay’ +by +cy= f(z)

ol a ,b et ¢ sont des scalaires (avec a # 0) et f est une application continue
a valeurs dans R ou C.

Ce sont les équations différentielles linéaires d’ordre 2 & coéfficients constants
qu’on étudiera.

‘2) Forme générale des solutions‘

‘ Proposition : ‘

La solution générale de I’équation différentielle (E) : ay” + by + cy = f(x)
est la somme d’une solution particuliére de (E) et la solution générale de
(H): ay” + by + cy = 0; 'équation homogene associée.

Pratique de la résolution de I’équa diff (E) : ay” + by +cy = f(z) :

1) On commence par résoudre (H) : ay” +by'+cy = 0; 'équation homogene
associée.

2) On cherche une solution particuliere de (E) : ay” + by’ + cy = f(x).

3) Pour la solution générale de (E) : on somme les deux.

3) Résolution de ’équation homogéne (H) : ay” + by’ +cy =0

i) Résolution de I’équation homogéne, cas complexe :
Soit (E.) : ar? + br + ¢ = 0 I'équation caractéristique associée.
A) Si I’équation caractéristique (E.) admet deux racines distinctes r;
et 7o (cad A # 0 ), alors les solutions de ’équation homogene (H) sont
de la forme :
x — Ae’T 4 pe*

ou et ueC.
B) Si I'équation caractéristique (F.) admet une racine double r; (cad
A = 0 ), alors les solutions de I'équation homogéne (H) sont de la
forme :

x = (Ax 4+ p)e

ou AetpueC.

ii) Résolution de I’équation homogéne, cas réel :
Soit (E.) : ar? +br + ¢ = 0 I'équation caractéristique associée.
a,b et ¢ étant des réesls.
A) Si Iéquation caractéristique (E.) admet deux racines distinctes 7
et 79 (cad A = 0 ), alors les solutions de I’équation homogeéne (H) sont
de la forme :
x = e + e

ol Aet ueR.
B) Si I'équation caractéristique (E.) admet une racine double r; (cad
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A = 0 ), alors les solutions de l’équation homogéne (H) sont de la
forme :
x = (Ne+ p)e™”

o Aet u € R.

C) Si léquation caractéristique (E.) admet deux racines complexes
conjuguées, a+ i (cad A < 0 ), alors les solutions de ’équation homo-
géne (H) sont de la forme :

x — e (A cos(fx) + psin(fz))

ou A et puelR.

‘4) Détermination d’une solution particuliére de ’équation compléte (E) ‘
(E) tay” +by+ cy = f(x)
(E.) : ar? +br + ¢ = 0 I'équation caractéristique associée.
i) Cas ot f(x) = Ael®
Trois cas a distinguer :
Cas 1 : Si A n’est pas une racine de (E,) :
On cherche une solution particuliére de la forme y,(z) = CeM on C est
une constante a déterminer.
Cas 2 : Si A est une racine simple de (E,.)
On cherche une solution particuliére de la forme y,(z) = Cxe’® o C
est une constante a déterminer.
Cas 3 : Si A est une racine double de (E.)
On cherche une solution particuliére de la forme y,(z) = Cz2e* ou C
est une constante a déterminer.

ii) f(z) = Acos(wz) ou f(x) = Asin(wz) ou f(z) = A cos(wzx)+B sin(wz)
(E) tay” +by+cy = f(x)
(E.) : ar? 4+ br + ¢ = 0 Péquation caractéristique associée.
On cherche une solution particuliére de la forme

yp(x) = 2P(C cos(wz) + D sin(wx))

C et D étant deux constantes & déterminer, et p donné par :
Si Alors

iw n’est pas une racine de (E;) | p—0
iw est une racine simple de (E;) | p—1
iw est une racine double de (E;) | p—2

‘5) Cas général : Méthode de variation des constantes ( ou méthode de Lagrange )‘
(E) tay” +by+cy = f(x)

La solution générale de I’équation homogeéne est de la forme

yu(z) = Ap + pb; ou A et p deux constantes.
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" hode d iation des « :‘

On cherche une solution particuliére de la forme y,(z) = Ap + pib; ot A et
No+pyp =0

)\/(p/ +MI¢/ — f

‘6) Existence et unicité de la solution d’un probléme de Cauchy‘

1 sont cette fois-ci deux fonctions vérifiant {

‘ Proposition : ‘

Pour tout g € I et tout yo,y1 € R (ou C), il existe une unique solution de
léquation différentielle (E) : ay” + by’ + cy = f(x) vérifiant

y(z0) = o, et y' (o) = 1.

7) Principe de superposition de solutions‘

‘ Proposition : ‘

g v est une solution de : ay” + by’ + cy = by (z)
yo est une solution de : ay” + by + cy = bay(x)
Alors (ay; + By2) est une solution de : ay’ + by’ + cy = abi(x) + fba(x)

( Fin résumé )
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