CONCOURS COMMUN SUP 2000
DES ECOLES DES MINES D'ALBI, ALES, DOUAI, NANTES

Epreuve spécifique de Mathématiques
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Mardi 23 mai 2000 de 08h00 4 12h00

Extrait

Les candidats doivent vérifier que le sujet comprend 4 pages numérotées 1/4, 2/4, 3/4 et 4/4.

Les candidats sont invités & porter une attention particuliére 2 la rédaction : les copies illisibles ou mal
présentées seront pénalisées.

Les candidats colleront sur leur premiére feuille de composition I’étiquette correspondant 4 I’ épreuve et
figurant sur teur convocation.

Instructions générales :

PROBLEME D’ANALYSE

C°(R, R) est la R-algebre des fonctions continues de R dans R.

o L’objectif du probléme est d’étudier les ensembles Z et # suivants :
E={feC'R,R)/ V(x,))eR?, fx+y)+f(xa-y)=2f(x)f(») }.
F est la partie constituée des éléments fde & tels que

e £ n’est pas la fonction identiquernent nulle.
e £ s’annule au moins une fois sur R.

c

PARTIE I

1. Montrer que la fonction cosinus est dans I’ensemble E.

2. Onnote ch la fonction cosinus hyperbolique et sh la fonction sinus hyperbolique. Démontrer la
formule : ¥{x, y)eR% ch(x+3y)=chxchy +shxshy.

En déduire que la fonction ch est dans ’ensemble &.
3. Soit fdans &; montrer que pour tout réel o, la fonction £, de R vers R définie par :

x> f,(x)= f(a x) est dans €.

4. On fixe un élément f de &.
En donnant § x et 4 y des valeurs particuli¢res, prouver que :
a. f(0)vautOoul.
b. Si £(0)=0, alors f est la fonction identiguement nulle.
¢. Si f(0)=1, alors fest une fonction paire.
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PARTIE II

A. On fixe ici un élément fde E tel que f(0)=1.
1. Montrer que pour chaque réel 7 >0, ona:

a VxeR, J'o fix+y)dy=| fw)du.
b. VreR, 2 f(x)j; f()dy = j fwdu+ | F).

2. a. Montrer que I’on peut choisir 7 >0 de fagon & rendre strictement
positive la constante I [: S(»)dy.

Dans la suite de ce 2., on fixe un réel r >0 qui vérifie : L: f(dy >0

b. En déduire que fest de classe C' sur R.

c. Montrer alors que f'est en fait de classe C* surR.
d. Prouver ’existence d’une constante ¢ > 0 telle que :

vxeR, ¢ f'(x)= fx+r)- f(x-r).
3. En déduire Pexistence d’une constante réelle A telle que :
vxeR, f"{(x)=4 f(x).

B. Conclusion. _
1. Résoudre sur R I’éguation différentielle : 3''=p y., en séparant les cas - u > O,p<Oetp=0.

En déduire tous les éléments de € en exploitant le L4.c.
3. Donner tous les éléments de F

(d

PARTIE IT1

On se propose d’étudier ’ensemble F par une méthode différente.
On pourra utiliser librement le résultat suivant :

Si a est un élément fixé de R: etsi D, ={ a%/ pelZ geNj},

tout réel est limite d'une suite d’éléments de D,,.

Soit fun élément de F. On pose E = {x>0/ f(x)= 0}.
A
1. Montrer que f(0)=1, et que fs’annule au moins une fois sur R .

2. Montrer que E admet une borne inférieure que I’on note a.
3. Prouver que f(a)=0 (on pourra raisonner par I’absurde). En déduire que : a > 0.
4. Montrer que : Vx 0, af, f(x)>0.

B. On pose = —;— et on note g la fonction de R vers R : x - cos(@ x).
a .

2
. a a
1. a. Soit geN ; montrer que : f(-2—q—)+1= z[f(zqﬂ ):l :
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. . a
b. En déduire, en raisonnant par récurrence sur g, que : VgeN, f (2—‘1) = g(-%-).

On démontrerait de méme le résultat suivant que le candidat pourra utiliser librement :
sigeN est fixé : YpeN, f(p;;) = g(pziq).
2. Prouver que: Vxe D,, f(x)=g(x).
3. En déduire que f = g.

C. En déduire tous les éléments de &,
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