CNM-MATHS-1-SESSION 2015 CORRECTION

Correction proposée par El Amdaoui
Ecole Royale de I’Air-Marrakech.Maroc

Probléme 1

Partie I

1.1. On montre que X4 est un sous-espace vectoriel de 'espace des fonctions définies de R, a
valeurs dans M, 1 (R)
— Y4 # 0 car I'application nulle t € Ry +— 0,1 € M,, 1 (R) appartient a X 4
— Soit F,G € ¥4 et A € R. Par définition F' et G sont deux fois-dérivable sur R, donc
AF 4 G est deux fois-dérivable sur R et

(A\F +@G)" A"+ G
MF + AG

= AMNF+G)
Donc A\F + G € ¥4.

1.2. Détermination de la dimension de X 4
F
F/

, F’ 0 I,\ (F
2p =Baxp <= ) =\a 0 I

1.2.1. F est supposé deux-fois dérivable, donc zp =

e

) est dérivable sur R, et

Donc l'équivalence demandée F' € Y4 si, et seulement si, xp € ¥p

1.2.2. L’application ® est bien définie, d’aprés la question précédente.
— ® est linéaire, car pour F,G € Y4 et A € R,

SOF+G) = ((:ﬁig))

(M +G
WP+ &

2 ()-(9)

= \O(F) + &(G)

F
— Soit F' € ¥ 4, zp = 0 entraine (F’) =0, donc F' = 0. Ainsi ® est un morphisme
injectif

— Soit « € ¥p, on écrit x par bloc z = <F) avec F,G : RT — M, 1 (R) (F et G

G

sont dérivables sur RY.

x,in:>F’70]nF7G
B G') \4 0)\G) \AF
=G
G' = AF
L’égalité F' = G montre que F' est deux fois dérivable et F”' = G’ = AF. Ainsi

F
T = (F’) avec F' € Y 4, ceci montre la surjection de ®
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1.2.3. X est 'ensemble de solutions de 1’équation linéaire homogéne d’ordre 1 : ' = Bz
avec B : Rt — My, 1 (R) continue, d’aprés Cauchy-Lipschitz linéaire, Xp est de
dimension 2n et par isomorphisme dim (X4) = 2n

1.3. Soit (s,v,w) € RT x M, 1 (R) x M, 1 (R), on a l'équivalence
F' = AF T = By
<~ v
F(s)=vet F'(s)=w xp(s):< )

Le second systéme est un probléme de Cauchy qui admet, d’aprés Cauchy-Lipschitz linéaire,
une unique solution, donc le premier systéme admet lui aussi une unique solution

Partie I1

2.1.
2.1.1. On a

- (x,y) € Mp1 (R) x My 1 (R) —< x,y >€ R est bilinéaire en dimension finie, donc
elle est indéfiniment différentiable

-z €M1 (R) — (x,2) € My1(R) x My1(R) est linéaire en dim finie, donc elle
est indéfiniment différentiable

- teRy — F(t) € My,1 (R) est deux fois dérivable sur R

Alors, par composition, f : t € Ry —< F(t), F(t) > est deux fois dérivable sur R

et par la formule de Leibniz : pour tout ¢t € Ry

') = 2<F"(#),F(t)>+2<F'(t),F'(t) >
= 2<AWMF(1),F(t) > +2| F'(t)||”

2.1.2. Par hypothése V¢ € Ry, on a < A(t)F(¢), F(t) >> 0. Donc, d’aprés la formule précé-
dente f”(t) > 0, ceci montre que f est convexe

2.2. On suppose qu’il existe un couple (t1,t2) € R tel que ¢ < t5 et F(t1) = F(t2) =0
2.2.1. Soit t € [t1, o], alors il existe A € [0, 1] tel que t = Aty + (1 — A) t2. D’aprés U'inégalité
de convexité 0 < f(t) < Af(t1) + (1 — A) f(t2) =0, donc f(t) =0
2.2.2. On tire de la question précédente que F = 0 sur le segment [t1,ts] et pour tout

t € |t1,t2], on a F'(t) = 0. Alors pour s € |ti,ts], lapplication nulle et F sont
solutions du systéme

F" = AF
F(s)=0et F'(s) =0
Un tel systéme n’admet qu’une seule solution, donc F =0

2.3. La fonction f est convexe et dérivable sur R, donc la courbe de f est située au dessus de
ces tangentes, en particulier

VteRy, f(t) = f(0)t+ f(0)

Avec f(0) = 2 < F/(0), F,(0) >= 2] v |?, on tire f() = 2|/ v|*t 4+ f(0), ceci montre que
f({t) ——— 400, puis par composition avec la fonction racine carrée | F'(t) || —— 400
t—+o0 t—+o0
2.4. Des normes sur X4

2.4.1. VU est bien définie et linéaire.
Soit F' € Ker (¥), alors F' s’annule en 0 et en b > 0, d’aprés la question 2.2.2 l'ap-
plication F' = 0, d’ou U est injective. Puisque ¥4 et M, 1 (R) x M, 1 (R) ont méme
dimension 2n, alors ¥ est un isomorphisme d’espaces vectoriels

2.4.2. L’application ||. ||, est bien définie de ¥4 a valeurs dans R
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— Séparation : Soit F' € X 4.
[Fll,=0 <= [FO)[I+[F@®)[=0
<~ F0)=F(b)=0
<= F =0 question 2.2
— Homogénéité : Soit \e Ret F e Xy
[AE ([, = I AFO) |+ [IAF®) | = (AL EQ) [+ [[F®) ) = M F,
— Inégalité triangulaire : Soit F,G € ¥4, on a
[FO)+GO) I <TFO)I+TGO) [ et [F(O)+GO)I<[FO) [ +IGO)]
On en déduit que
[E+Gll, <IFl, +11G 1,

Ainsi || . ||, est bien une norme sur X4

2.4.3. L’application t € Ry —— || F'(t) || € R4 est continue, par composition des applications
continues F' et norme euclidienne, donc elle est bornée sur le segment [0, b] et atteint
ses bornes. Donc ||. ||, , est bien définie de X4 a valeurs dans Ry
— Séparation : Soit F' € 4.

HFHoo,bZO = Vtel0,b], F(t)=0
<= F =0 question 2.2
— Homogénéité : Soit A€ Ret F € X4 : Vt € [0,0]
IAEQ@) (| = AL F@) |

Donc

[AF]] ATE oo

00,b =
— Inégalité triangulaire : Soit F,G € X4, on a : Vt € [0,]
[FO+GON<ITFOI+IGON<TFllop+1G oy

On en déduit que
IF 4Gl STFlloop + 111Gl

Ainsi || .||, , est bien une norme sur ¥4
2.4.4. ¥4 est un espace de dimension finie, alors || .||, , et || .||, sont équivalentes
Partie ITI

3.1.
3.1.1. L’application fo, o :t € Ry —> || gm.a(t)[|* est convexe sur Ry, donc fim.a €St crOis-
sante sur R. En particulier V¢ € [0,m], f}, .(t) < f7, o(m).
Or f;, o(m) =2 < gm.a(m), gy, o(m) >= 0, donc f;, , est négative sur [0,m] et par
suite la décroissance de f,, .. Par la croissance de I’application racine carrée, on tire
par composition, que t € Ry — || gm,o(t) || est décroissante sur [0, m)]

3.1.2. Soit m € N*. On a 1 € [0,m], par décroissance de l'application t € Ry — || gm.a(t) |

sur [0,m], on a || gm.a(1) | < | gm.a(0) || = || a|]. Par définition de la norme ||.||,, on a
| 9m.all; = | gm.a(0) [+l gm.a(1) | < 2| a]l. La suite (gm,a),,cy- st une suite bornée
de lespace (X4, |- |;)

3.1.3. La suite (gm,a),,cy- st une suite bornée de I'espace (X4, || . [|;) qui est de dimension
finie. D’aprés Bolzano Weiestrass il existe une suite extraite (ga(m)ﬂ)m cn- convergente
dans (X4,].];) et notons g, sa limite
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3.2.

3.2.1.

3.2.2.

3.2.3.

3.3.

3.3.1.

3.3.2.

3.3.3.

3.3.4.

3.3.5.

Soit K un compact de R, alors il existe b € R, tel que K C [0,D] et
| 9omya = 9a oo i < [ 9otm)a = 9a l,

En outre || . ||; et || .||, sont équivalentes et puisque (gg(m),a) converge vers g, pour la
norme | .||, alors la convergence de la suite (gg(m),a) vers g, pour la norme || .||, est
assurée puis sa convergence vers g, sur tout compact K de Rt

La convergence uniforme sur tout compact de R, entraine la convergence simple.
Comme pour tout m € N*, on a g,(m),.(0) = a , alors par passage a la limite lorsque
m tend vers 400, on obtient g,(0) = a.
En outre pour ¢, ¢ € Ry tels que t < ¢/, il existe my € N* pour lequel o (mg) > t/,
alors pour tout m > mg, on a t,t' € [0,0(m)] et comme g, (), est décroissante sur
[0,0(m)], on obtient

1 906m).a () | < || gotm).a(®) |

On fait tendre m vers +oo, donc || go(t') || < || ga(t) |- Ainsi t € Ry — || go(t) || est
décroissante sur R

Jo st un élément de X 4 et pour tout t € Ry, on a || gq(t) || < || 9(0) || = | al|, donc
ga est une solution bornée de 1'équation (1)

D’apreés la question 3.2.3. les fonctions ge,, - -, ge, sont solutions bornées de 1’équa-
tion différentielle (1). Un élément de ¥; est combinaison linéaire des fonctions bornées,
donc il est borné

La famille (ge,, " ,9e,) est génératrice de X;, donc il suffit de montrer que

cette famille est libre. Soit A1, ---,A, € R tels que Z)\ige%. Alors pour tout

i=1
n

t e Ry, ZAZQ@ = 0, en particulier pour tout ¢ = 0, on trouve Z)\ e; =0, et
=1 =1

donc les scalaires \y = --- = A\, = 0 car (e1,--- ,e,) est une base de M, 1 (R). Ainsi

la liberté de la famille (ge,, - , ge,)

On considére 'application

. EA — Mn,l (R) X Mn,l (]R)
¢ { F o (F(0),F(0)

¢ est un morphisme d’espaces vectoriels et d’aprés 1.3 'application ¢ est un isomor-
phisme d’espaces vectoriels. Or A = {(v,v) | v € M, 1 (R)} est un sous-espace vecto-
riel de M, 1 (R) x M, 1 (R) de dimension n, donc ¥5 = (™! (A) est un sous-espace
vectoriel de ¥ 4 de dimension n

n
Soit F' € Y1 N Xy, alors il existe A1,--- , A\, € R tel que F = Z)\ige% et F(0) = F'(0).
i=1
La combinaison F' = Z Aige;, montre que F' est bornée, d’aprés la question 2.3, le
i=1
vecteur v = F(0) = F’(0) est forcément nul. Puis par unicité de la solution F = 0.
Autrement dit 7 N Xy = {0} et puisque dim 31 + dim 33 = 2n = dim X 4, alors

Ya =313

— X1 est un sous-espace vectoriel de ¥4 de dimension finie, donc 37 est un fermé de
Y 4 et par suite Y4 \ 31 est un ouvert de X4
— Soit F' € Y 4. Puisque X1 est un sous-espace vectoriel strict de X4 il existe G €

1
¥4\ 21. On considére alors la suite (F,,) définie par : Yn € N, F,, = F + 2—nG,
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1
une telle suite est d’éléments de X4\ Xy et | F, — F ||, = on Gy = 0, alors
n—-+0o0

par la caractérisation séquentielle ¥4 \ X1 = X4

Soit F' € ¥4

— D’aprés la question 3.3.1, si F' € 31, alors elle est bornée sur R.

—Si FeXa\X:. Onécrit F = Fy,+ Fy avec Fy € Yp et Fy € ¥1. Comme F & %4,
alors Fy est non nulle, donc F5(0) = F4(0) # 0 et par inégalité triangulaire on a

VteRy, [F@O[=[FEO)1-1HE) I

|| F5 || tend vers 400 en +oco et Fy est bornée, donc || F(t) || P +o0
— 400
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Probléme 2

Partie I

4.1. On a I (Z) = Z, pour tout k € Z, on a V (k+1) = {k,k+2}, donc f : Z — R est

harmonique si, et seulement si,

flk+1) == Y f()

zEV(k+1)

l\’)lr—t

(f(k) + f(k+2))

si, seulement si
fk+2) =2f(k+1) + f(k) =

4.2. L’ensemble des fonctions harmoniques sont exactement I’ensemble des suites récurrentes
linéaires d’ordre 2 vérifiant équation f(k +2) —2f(k + 1) + f(k) = 0 d’équation caracté-
ristique 2 — 2r + 1 = 0. Cette derniére admet racine double r = 1, donc f est harmonique
si, et seulement si, il existe a,b € R tels que

VkeZ, f(k)=ak+b

Posons Idy, : z € Z+—— xz € Ret 1 : z € Z —— 1 € R, alors '’ensemble des fonctions
harmoniques est 'espace Vect (Idz, 17) qui est de dimension 2 et dont une base (Idz, 17)

4.3. Montrons d’abord que I (Z*) ={k € Z , |k| > 2}.
Soitk e {k€Z, |k| > 2} alorsV(k) ={k—1,k+ 1} C Z*, doncVinclusion {k € Z , |k| > 2} C
1(zY).
Inversement k € Z*\{k € Z , |k| > 2}, alorsk=1ouk =—-1,0r V(-1) ={-2,0} ¢ Z*
et V(1) ={2,0} ¢ Z*, donc k ¢ I (Z*).
f harmonique sur I (Z*) si, et seulement si,

Vn>1, f(n+2)—2f(n+1)+ f(n)=0 (1)

et
V< 1, f(n+2)-2f(n+1)+ f(n) =0 (2)

Comme auparavant, 'équation (1) montre qu’il existe a,b € R tels que Vn > 2, f(n) =
an+b et équation (2) montre qu’il existe ¢, d € R tels que Vn < =2,  f(n) = en+d. Bref
I’ensemble des fonctions harmonique est ’espace Vect (IdZX'I27+OO|I, [dzX]—o0,—2]> X[2,400[ XH,OOV,Q]])
qui est de dimension 4.

4.4.

4.4.1. Soit £ € V (k). Par hypothése f est positive, donc

< Y flx) =2df (k)

zeV (k)

4.4.2. Soit k € Z* Montrons par récurrence sur n € N que pour tout ¢ € Z? tel que
€=k, =n,ona f(f)<2d" " f(k)

— Pour n = 0, c’est évident et pour n = 1 c’est fait dans la question précédente
d

— Soitn > letsoit £ € Z4 tel que || £ — k||, = n+1.C0mmeZ|£i —kil=l—Fk|, >
i=1
. . . 1 si gio < kio
0, alors il existe ig € [[1,d] tel que ¢;, # k;,. On pose alors ¢;, =
—1 sinon
et £’ obtenu de ¢ en remplagant ¢;, par ¢;, + €;,. On a bien

[e=L,=1 et &' —kl[,=n

Par hypothése de récurrence f (¢) < 2df (¢) et f(£) < (2d)"f (k). On combine les
deux inégalités f (£) < (2d)" L f (k)

elamdaoui@gmail.com 6 www.elamdaoui.com



CNM-MATHS-1-SESSION 2015
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4.4.3.

4.4.4.

5.1
5.1.1.

5.1.2.

S’il existe k € Z% tel que f(k) = 0, alors, par positivité de f, on a pour tout £ € Z% :
0<f(0) <) *lhif(k)=0

Donc f=0

f étant non nulle, d’aprés la question précédente, elle ne s’annule jamais. Pour ¢, k €
Z%, on a

FO < @)1 Fhp k) = %ggd)uwl
In (f(€)) —In(f(k)) < [|£— k|, In(2d)

Par symeétrie, on a aussi In (f(k)) —In(f(¢)) < ||k —£||; In(2d). Ainsi

=

=

I (f(0) = (f(E)] < 1€ = k|l n(2d)

Partie I1

Remarquons d’abord que Vn € N, Y, 11 Y, = sgn (X,,) | x,,|}, donc || Y11 = Yy ||, =
|| sgn (X,) efx,|) ||1 = 1. Ainsi par télescopage et inégalité triangulaire, pour tout
n>1
n—1 n—1
IVolly = || > Ve =Y) || <D 1Yo —Yilly=n
k=0 1 k=0

Une telle égalité est vraie pour n = 0. On tire donc
l9(Ya)| < exp (a]] Ya |, +b) < exp (an +)
Soit w € 2, on a

9 (Vo) (W)l = |9 (Yu))| < exp (aU(w) +b) = exp (aU +b) (w)

Donc |g (Yir)| < exp (aU + b). D’autre part Z e PP (U = n) est une SATP conver-
n=0
gente car

a)\n
(e )ef)\er

A"
eaner]P; (U _ Tl) _ eaner_ef)\ _ '
n:

n! o

a)\ n
et ucf)‘er est sommable. Par comparaison Yy )| admet un espérance
| p glYu P

n neN

et
E(lg(Yv)l) < E (exp (aU + b))

Enfin

E (exp (aU + b))

+oo
Z TP (U = n)
n=0

—+o0

>

n=0
e /\e—/\+b

(ea)\)n
n! ¢

—A+b

(e —DA+b

D’ou
E(lg(Yu)]) < exp((e” —1) A +D)
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5.1.3. Par le théoréme de transfert g (YU)2 admet une espérance si, et seulement si, la famille
(g(k)’P(Yy = k))kezd est sommable.

— Montrons que E (g (YU)2) existe.

L’application g2 est a valeurs réelles vérifiant pour tout k& € Z%, g%(k) <
exp (2a || k ||; + 2b). D’aprés la question 5.1.2, g2 (Yy) admet une espérance.

— Montrons que la famille (g(k)Q]P’ (Yy = k)) ren est sommable.
e Pour tout n € N, d’aprés la question 5.1.1., on a |g(Y,)| < exp(an + b) soit
‘g 2‘ < exp (2an + 2b) ce qui montre que g(Y,)? admet une espérance et
( 2 < exp (2an + 2b). D’autre part, par le théoréme du transfert, la fa-
mille (g(k)*P (Y, = k))kezd est sommable de somme E( (Yn)2>

e La famille (E ( (Y, )2) P(U = n)) . est sommable car pour tout n € N
ne

un A7 _ (620’)\)" B
E (g(Yn)Q) ]P;(U — ’Tl) < 62 +2bme A _ p e A+2b

2a \\n

e“t\

et <¥e/\+b) est sommable
n. neN

Ainsi, par sommation par paquets, la famille (g(k)?P (Y, = k)P (U = n)) (kum)€ZA XN

est sommable. En conséquence, une autre fois par sommation par paquets, on a
e Pour tout k € Z%, la famille (g(k)*P (Y, =k)P (U = n))neN est sommable de

somme Sy

+oo
Se = 3 9P (Y, = k)B (U =n)

+oo

= g(k)? Y P(Y,=kU=n)
n=0

= g(k)*P (Yu = k)

e La famille (g(k)2IP Yy = k))k S est sommable.
€
Enfin, par le théoréme du transfert,
E(g0v)?) = 3 gk)*P Oy =k)
kezd
5.2.

5.2.1. Soit j € N, d’aprés la question 5.1.1., on a f2?(Y;) < exp(jIn(2d)), donc f(Y;)
admet un moment d’ordre 2. En outre, d’apreés la question 5.1.3., la variable f (Yy)
admet un moment d’ordre 2. Les deux familles (f(k)?P (Y, = k)P (U = n))(k,n)ezde
et (f(k)P (Yo =k)P (U =n)) 4 ,)ezaxn Sont sommables, en conséquence :

E(f00)) = 3 F)*P(u = k)

kezd

+oo
= S SRR (Y = ) B(U =)

kezd n=0

+o00
= Y Y SRR =R)PU=n)

n=0 kezd

+oo

= Y E((Y.))P (U =n)
n=0
=P\

— . AZ_:OV
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et

E(f (Yv))

> FRP(Yy =k)

kezd

+00
= Y Y FWPYa=KPEU=n)

kezd n=0

+oo
= > > P, =k)PU =n)

n=0 kezd
+oo
= Y E(f(Ya))P(U =n)
n=0
+o0o A"
n=0

5.2.2. Montrons que la suite (E(f(Yy))),cy est stationnaire. Soit n € N, on a Y11 =
Y, +sgn(X,)eqx, |}, donc ensemble des valeurs prises par Y;, 1 est

Yoi1 (Q) = U V(a)

a€Y, ()
Par le théoréme du transfert
E(f (Yn41)) = ST fR)P (Yo =k)
ke U V(w
Q€Y ()

Yoo > fRP Vs =k)

€Y, (Q) keV ()

Z Z f (Oz + Sgn(i)e[m]) P (Yn+1 =+ sgn(i)e[m)

a€Y, (Q) €Dy

Z Z f(a+ sgn(i)e[m]) PY,=qaX,=1)

Q€Y,(Q)i€Dy

Y, est une variable aléatoire en fonction de Xi,---, X, _1, or la suite (X,,) est une
suite de variables indépendantes, alors Y,, et X,, sont indépendantes, donc

P(Yy =, Xn=i) =P (Y, = a)P(X, =i) = 2_1dp(yn:a)

1
Avec P (X, =1) = 2 puisque X,, suit la loi uniforme sur ’ensemble D,, donc

E(f ) = Y 3 ol (0 sen(i)eqa) B (Ve =)

€Y, (Q) i€D4

= Y P(Vu=oa) 2—1d > f(a+sgn(ieq)

a€Yn(Q) i€Dy

= Y f@P(Ya=a)

a€Y, (Q)

On conclut que la suite (E (f (Y5))), ¢y est stationnaire, avec E (f (Yp)) = E(1) =1
D’aprés lexpression de E (f (Yy)) dans la question précédente, on déduit

+o0 A" +o0

E(f (V) =e MY SR =e Y 2 =1
n=0 ! n=0 '
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5.3. ¢ H # () car 'application nulle appartient & H.
Soit f,ge Het A€ R, on a

(f +9)° (V) = £ (Vo) +2f (V) g (V) + 9 (Y)® <2 (£ (0)* + g (10)°)

Par comparaison (f + g)° (Yy) admet une espérance . De plus (Af) (Yy) admet une
espérance, donc H est un espace vectoriel réel
e S est bien définie car pour tout fi, fo € H, on a

\fifel < fE+ 13

Donc f1(Yy)f2(Yy) admet une espérance, ainsi S est bien définie

— S est symétrique, bilinéaire et positive

— Soit f € H tel que S(f, f)=0.
On montre d’abord par récurrence que Yn € N, Vk € Y, (Q),P(Y,, = k) # 0.
> Pourn=0,onaYy(Q)={0}etP(¥Yp=0)=1

> Soit n € N et soit £k € Y,41(Q). Or Y, 41 () = U V (z), alors on pose
€Y, (Q)
x1,-- - ,Tp les éléments de Y, (Q) pour lesquels k € v(x;), donc
P

PV =k =) P(Ya=mz)>0

i=1
Récurrence achevée.
Soit k € Z% et soit n = || k||,, ona k € Y}, (Q) et par la formule des probabilités totales

+oo

P(Yy=k) = Y PYu=kPU=m)
m=0

z PYo=k)PU=n)>0

Enfin, la formule de la question 5.1.3 donne E (f (YU)Q) = Z F(E’P(Yy =k)=0cet

kezd
par suite Vk € Z%, f(k) =0
5.4.
5.4.1. Soit k € Z¢, puisque m est harmonique sur Z¢, alors
fik) = ;m (k +sgn(i)eq;)
m (sgn(i)eq))
1 1

= lson(en) 2d m (z + sgn(i)ey;
m (sgn(i)eq)) 2d xg/:(k) ( fin)

d -~ m (sgn(i)e[m])

1
= 9 Z fi(x)

zeV (k)

_ 1 Z m (x4 sgn(i)ey)

fi est positive car m l'est, en outre f;(0) =1
5.4.2. Soit z € Z%, on a V(z) = {x + sgn(i)e|;; , i € Dy}, alors

m(z) 2—1d > mk)

keV(x)
1 .
5d 2 ™ (@ +sen(i)eq)
i€Dy
1 .
= 53 2_ m(sgn(degay) fi()
i€Dy
- m (sgn(i)egi)
o Z sz(x)
i€Dy
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sgn(i)e
Alors m = Z M fi; les coefficients d’une telle combinaison sont positifs

. 2d
i€Dg
m (sgn(i)egiy)
t d g —_— = =1
et de somme 2 54 = m(0)
€Dy

5.4.3. e Par inégalité triangulaire

m (sgn(i)ep) m (sgn(i)eg)
Imlly < 32 == = gy < Y = A oy =
1€Dg i€Dg

AlorsVi € Dgq, ||m||y = fill,. D’autre part I'inégalité triangulaire est une égalité
et comme pour tout i € Dg,m (sgn( i)ef; ”) fi # O, alors pour tout j € D; il

m (sgn(j)eq;)

existe \j; € Ry tel que fi = Xjifi et Iapplication m s’exprime

2d
m = Z Aj | fi. Enfin comme m(0) = f;(0) = 1, alors on tire Z Aji =1, puis
Jj€Dq JEDy
e Montrons que Vi € Dy, m (sgn(') e[li H) =
Soit i € Dy, on pose a; = sgn(i)e;]- On a a_; = —a; et pour tout x € Z¢ :
m(z) = mz—a;+ o)

= m

= m

Donc m(a—;)m(a;) = 1, ceci donne l'inégalité

m(a—;) +m(a;) = +m(ay) =

m(a;)

D’autre part

d < Z [(a) + m(a_;)] = Z m (o) = 2d.m(0) = 2d

=1 i€Dg

m(a;)m(a—;) =1
m(a;) + m(a—;) =2

Alors Vi € [1,n], m(a;) +m (a—;) = 2. Le systéme { donne

m(a;) =m(a_;) = 1.
e Montrons par récurrence sur n que Vk € Z% tel que || k||, = n, m(k) =1

— Pour n =0, c’est trivial car m(0) =1

~ Soit n € Net k = (ki, -+ ,kq) € Z% tels que || k|, = n+ 1. Alors il existe
1 si kio >0

—1 sinon

io € [[1,n] tel que k;, # 0, on pose alors ¢;, = { et = obtenu de
k en remplagant k;, par ki, — €;,. On a bien
lzll,=n et k=x4eieq)
Par hypothése de récurrence m (z) = 1 et d’apreés ce qui précede
m (k) =m (:c + 5i0€[\z‘0|]) =m(z)=1
5.5. D’aprés le théoréme de Huygens Kcenig,
V() =E (f (%)) ~E(f (0))?
AvecE(f (Yuy))=1etE ( ) E (m ) on obtient

V(f (V) <E(m(v0)’) -1
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On montre que f = 1.
On a déja démontré que m = 1, donc F (m (YU)Q) = 1, puis par l'inégalité précédente
V(f(Yu))=0.0rE(f(Yy))=1et

If =1l =E((f - 1) (Yv)*) = V(f (Yv)) =0

Alors f —1=0, puis f =1
5.6. Soit f : Z¢ — R une fonction harmonique
— Si f est minorée, on choisit un minorant « de f qui soit inférieur strictement a f(0) et
on considére I'application
I
P I0)=a
¢ : Z¢ — R* une fonction harmonique vérifiant »(0) = 1, donc elle est constante et
égale 1, c’est-a~dire f = f(0)
— Si f est majorée, on choisit un majorant o de f qui soit supérieur strictement a f(0) et
on considére 'application
f—a
f(0) —a
Y : Z* — RY une fonction harmonique vérifiant 1/(0) = 1, donc elle est constante et
égale 1, c’est-a~dire f = f(0)

P =
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