Travaillez ce qui est marqué
La solution est en bas

EXERCICES MPSI

[ Espaces préhilbertiens réels ]

Exercice 1

1) Soit n € N. Considérons 'application ® définie par :

VP,Q € R,[X],®(P,Q) = Y P(k)Q(k)
k=0

Montrer que ® est un produit scalaire sur R,,[X].
2) E=C([-1,1],R). Considérons I’application ¥ définie par :

1
Vi€ B U(f.g) = / a1~ i

Montrer que ¥ est un produit scalaire sur E.

Exercice 2

R* est muni de sa structure euclidienne canonique.

Notons e; = (1,0,1,0),e2 = (1,—1,1,—1) et F = vect(e1, e2)
1) Déterminer une base orthonormale de F.

2) Déterminer d(z, F), on x = (1,1,1,1)

Exercice 3

On considére I'application définie sur M, (R)? par :
(A|B) = tr(*A.B)
1) Montrer que cette application est un produit scalaire pour lequel la base

canonique est orthonormée. On note ||.|| la norme associée.

2) Montrer que
VA € My (R), [tr(A)] < v/nl|Al

Exercice 4

Soit A € M,(R).
1) Montrer que ker(A) = ker(*A.A)
2) En déduire que :
a) rg(A) =rg(*tA.A) = rg(AlA)
b) Im(A) = Im(A.tA)
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EXERCICES MPSI

Exercice 5

E = R? est muni du produit scalaire usuel. Q est le plan d’équation carté-
sienne
Q: z—y+2=0
1) Soit (z,y,2) € R3.
Déterminer Py(z,y, z) ; la projection orthogonale de (z,y, z) sur Q.
2) Calculer d(A,Q), ou A = (—1,2,1).

Exercice 6

(E, < |- >) un espace euclidien.

1) a un vecteur non nul de E et D = vect(a).
Expliciter Pp(z), la projection orthogonale de = sur D.

2) Soit H I'hyperplan orthogonal au vecteur ; c-a-d H = (vect(a))*
Expliciter Py (z).

3) E =R3 est muni du produit scalaire usuel.
Q est le plan d’équation cartésienne

Q:xz—y+z=0

Soit (x,y,z) € R3.
Déterminer Pg(x,y, 2); la projection orthogonale de (x,y, z) sur Q.
Comparer avec le résultat trouvé dans : Exercice 5. 1).

Exercice 7

M5(R) est muni du prodult scalaire : (A|B) = tr(*A.B)
H={M € My(R)/tr(M)=0} . F = { b /(a,b) € Rz} .

a
11
(i)
1) a) Justifier que H est un hyperplan de Ms(R)
b) Déterminer d(A, H).
2) a) Justifier que F est un sous-espace vectoriel de M(R) et en déterminer
une base.

b) Déterminer une base de F-
c¢) Déterminer la projection orthogonale de A sur F*
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Exercice 1

1) Soit n € N. Considérons 'application ¢ définie par :
VP, Q € R,[X],® Z P(k
Montrer que ® est un produit scalaire sur R,,[X].
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2) E=C([-1,1],R). Considérons I'application ¥ définie par :
Vf,g € E,¥(f g) f f®)gt)(1 —t*)d

Montrer que ¥ est un produit scalaire sur E.
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Exercice 2
R* est muni de sa structure euclidienne canonique.

Notons e; = (1,0,1,0),es = (1,—1,1, —1) et F = vect(ey,e32)

1) Déterminer une base orthonormale de F.
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R* est muni de sa structure euclidienne canonique.

Notons e; = (1,0,1,0),e2 = (1,
1) Déterminer une base orthonormale de F.

2) Déterminer d(x, F'), ou x = (1,1,1,1)
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Fin Exercice 2
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Exercice 3
On considére 'application définie sur M, (R)? par :

(A|B) = tr(*A.B)

1) Montrer que cette application est un produit scalaire pour lequel la base
canonique est orthonormée. On note ||.|| la norme associée.

/f)gc) Tf//,)’ﬁﬁg(; d/(/n fhoo}UhL Aca(airc , en e{ﬁft‘};

M) L1y o Agridige
\_g,}bievm[ /4//3 (Mn(“?\) '

4By A (4. )
4 (* (8
e [t F(ea)
—dr (8. 1)
_ LBlLAY

a(e 7

w) L] s Linzice i haﬂwaL o fa 1
Skt AR Ce MR & X ¢lp.
Mg L2A4BIC 7 - NLAICT+ LB C

Pr. ELAMIRI www.iamateacher.org



(AIBY =14 (*4-8)

/DM g
LIABIC 7 [*/Muz).c)
=y { (A4 +l:,g) C) (I[ne/m'—lf de | %ﬂaﬁﬁ

:'“I(()\{'/{C -[——I:B*C)
= )\ ]L/('e/{(:) —(—"*f({B'C> (Aﬁfanlﬂl Je¢ |« "*/oh)

- NLACT+ LBIC
ii) Stk AerMRY. -G LAY 779

Ak = (44 4)
=7 b,

= z (Z (LLA"),;?; A'o',;)
A =( 7 =

Pr. ELAMIRI www.iamateacher.org




w) Sut AeMUR) -

Swpoiww G LAA =0 (& e e A=o .

0\/\ e 44 [/4—>:O 5>'[»’(%A /f’) =0
=> Zm_ (6744')“4 =0
= i (Z’ (\é—A’)&j An‘;\> = O

A =( 'j:l

= V\Z (% A;): 0

/\5[

3
= 2 ;4], -
i_é’;ra_év‘

3 Sy nulle dr’
ﬁ? )qt7<'{(b él"! Afb(\ =0 'V]M}th f&ﬁ"’l‘{_f

=7 V/Ién‘ra'_é"‘r 74'6%:3

= A_o

C%(,/uﬁ}oq :
4,\_> K un F_r-gclw\‘\“ /&(@\0\\-‘(( Auw™ /\//H //RB .

Pr. ELAMIRI www.iamateacher.org



On considére 'application définie sur M, (R)? par :
(A|B) = tr(*A.B)

1) Montrer que cette application est un produit scalaire pour lequel la base
canonique est orthonormeée. On note ||.|| la norme associée.
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On considére application définie sur M, (R)? par :
(A|B) = tr(*A.B)

1) Montrer que cette application est un produit scalaire pour lequel la base
canonique est orthonormée. On note ||.|| la norme associée.

2) Montrer que
VA € Mn(R), [tr(A)] < v/nl|A]

@h ﬂ//\f’i %ﬂ/\/ﬁ /{ if/\l/lfjﬁalf—’l‘/ s CMCL?/ _ Schwaa .
¢
alyy 4 Ly Al
od

Uy | Cé”’%” Myl
See AErT(R). (Dna
| = L. )l
= [ (T.14)

f\< 1T LAl
?hn/_Cm Sch \
Y =\im) ikt 7y )< I

A | [t | L HAI

Fin Exercice 3
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Exercice 4

Soit A € M, (R).
1) Montrer que ker(A) = ker(*A.A)
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Soit A € M, (R).
1) Montrer que ker(A) = ker(*A.A)
2) En déduire que :

a) rg(A) =rg(*A.A) =rg(AtA)

2) @) %) ngl4) =ng(eAR) <
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n i (b A xr( AN

Al o

Soit A € M, (R).
1) Montrer que ker(A) = ker(*A.A)
2) En déduire que :

?
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Soit A € M, (R).
1) Montrer que ker(A) = ker(*A.A)
2) En déduire que :
a) rg(A) =rg(tA.A) =rg(AtA)
b) Im(A) = Im(AA)

2)0) Tnl#) = Tu( A. %) ¢

(On @ Ay a mouded Gue hﬁ(ﬁ)znf({/lr.+43
CA dia(TolB) = dlim (T (44 -
Al poem ok Gui Tn(4) = Ln( 4 %) L sagft

A able vae e lasin

ﬁ%mofrm g Im(;‘}.{'ff) CTwlA |
ook )QGMMKHQ) ) d

KeTmlA M) 2 DYEM, B XAA Y

___> X & LH\/A)

]

Fin Exercice 4
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Exercice 5
E = R3 est muni du produit scalaire usuel. Q est le plan d’équation carté-
sienne

Q: 2—y+2z=0

1) Soit (z,y,z) € R3.
Déterminer Pg(x,y, z); la projection orthogonale de (z,y, 2) sur Q.
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E = R? est muni du produit scalaire usuel. Q est le plan d’équation carté-
sienne
Q:z—y+2z=0

1) Soit (z,y,2) € R3.
Déterminer Pg(x,y, 2); la projection orthogonale de (z,y, z) sur Q.

2) Calculer d(A,Q), ou A= (-1,2,1).
dl4,Q) = A~ P A

Ao(-12,1).
mhi d'lf»{eﬁ 70) '\?f"\f‘.

Ryt 2)=% G”‘*‘ﬁr'%/’”%%%, ——“W%)

dl4,Q) = l4a- P& = o0

Fin Exercice 5
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Exercice 6

(E, < |- >) un espace euclidien.

1) a un vecteur non nul de E et D = vect(a).
Expliciter Pp(z), la projection orthogonale de x sur D.
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(E, < |- >) un espace euclidien.

1) a un vecteur non nul de E et D = vect(a).
Expliciter Pp(x), la projection orthogonale de x sur D.

2) Soit H I’hyperplan orthogonal au vecteur ; c-a-d H = (vect(a))™*

Expliciter Pg(x).
1
(On a. H- (\fecl—[a\)
S we g, PH(fn 5,,7

1
(e E o VeHd @ (k@)

_ N
=0 iy
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Abs | +,0) = TS

Pr. ELAMIRI www.iamateacher.org



(E, < +]- >) un espace euclidien.

1) a un vecteur non nul de E et D = vect(a).
Expliciter Pp(x), la projection orthogonale de x sur D.

2) Soit H I'hyperplan orthogonal au vecteur; c-a-d H = (vect(a))*

Expliciter Py(z).

3) E =3 est muni du produit scalaire usuel.
Q est le plan d’équation cartésienne

: z—yg+2=0
Soit (x,y,2) € R3.

Déterminer Pg(z,y, 2) ; la projection orthogonale de (z,y, z) sur Q.
Comparer avec le résultat trouvé dans : Exercice 5. 1).
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Exercice 7
M>(R) est muni du produit scalaire : (A|B) = tr(*A.B)

H={M e My(R)/tr(M) =0} . F = { “ Z) ab)ERQ}.

=(11)

1) a) Justifier que H est un hyperplan de Ms(R)

H AMeMumy [/ 4n () o)
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HAIY‘WC | Hujj— Un @fﬁ%ﬁm C{f MKUR)’C‘)’MW V"B_"ZOM .d “ne 19»’77‘:

/{- /.
necace nww noulle .
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M>(R) est muni du produit scalaire : (A|B) = tr(*A.B)
H = {M € My(R)/tr(M) =0} . F = {( “ Z ) J(a,b) € R?} |

1 1
(1)
1) a) Justifier que H est un hyperplan de My(R)
b) Déterminer d(A, H).

A4 H) 5114,%/4){! ] PH(M:?

Bcim A= 2 4 L o fine FylA)
eH er -

(Jac el godelM) —o
<:>4—r[£1_;-]‘4) =X
@?} (I-?//M) =10

&> Me (\?rc H I,z))J_

Wi H - (werr))

Lt ol HL:\/&J’(I.:)

O a=(5 1)
p-(5%) + (L 5)

o
S & ete(tn) = H

=T, e eh(T) =H L
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d(4H) =11A—PA) [

0 (s DI
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M>(R) est muni du produit scalaire : (A|B) = tr(*A.B)
H={M e My(R)/tr(M) =0} . F = { “ b) ab)ERz}.

—b a
1 1
=(11)
1) a) Justifier que H est un hyperplan de M>(R)
b) Déterminer d(A, H).

2) a) Justifier que F est un sous-espace vectoriel de Ma(R) et en déterminer
une base.

AT WARTY
lL (55 ( 3/ ver)

¢ 0 2
FZVfCF(Iz/j)i"”\J‘:(_i o)
93'91}1 F- (A Un Al »O‘{ /\’73_[,2) / (z;, \7’) n (Y vt
Jonc Glncatrice

{I,zr~> <5t ,ﬁ‘Lfc,(M _7,; e T ne dok fas mealrey

@9@\ (7— J) (% Unc ]941( fdﬂ Fzﬂﬂt J:ﬁ(f}i t)
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M>(R) est muni du produit scalaire : (A|B) = tr(*A.B)
H={M e My(R)/tr(M) =0} . F — {( o0 ) J(a,b) € R?} |
1 1
=(11)
1) a) Justifier que H est un hyperplan de M>(R)
b) Déterminer d(A, H).

2) a) Justifier que F est un sous-espace vectoriel de Ma(RR) et en déterminer
une base.

b) Déterminer une base de F'*

St M;(f C%,) ¢ My UR) .

(’77/7) = Q
"
)Lﬁ__}_o’:o J-—:‘("i O)
>
lfO——C::O
a--d
. a b
47%10:Q M~ -

c

L}YIO-I-C/K k}l’loﬁcf L
™ ¢ F"{‘ = e Vet (K, L)

o 41
1 o

L O
Ahe Froveeril) e ke (8 5) 4= ( )

L
(K]L> {ﬁ'bﬂﬂm e e Jt =
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M>(R) est muni du produit scalaire : (A|B) = tr(*A.B)
H={M € M(R)/tr(M) =0} . F = {( _a b ) /(a,b) GRQ} :

b a
1 1
(1)
1) a) Justifier que H est un hyperplan de Ms(R)
b) Déterminer d(A, H).
2) a) Justifier que F est un sous-espace vectoriel de My(R) et en déterminer
une base.

b) Déterminer une base de F~+

¢) Déterminer la projection orthogonale de A sur F+

Pi(A) =¢

Plusieurs manieres de procéder, voyons par exemple:

@e/l&/mn’\?ﬂj x,}ggf/Q Lely ,?m( %_,_[4):4’{.%2[_

(K,L) (st Lo (ne loan St l:j—j . K:</(o _Oi)& L:C)L j)

(In
: [)L %(4,¢JMNO:O
Adewé F ) &
( FL 4 [A~@¢09“J=O
7 (ATG) (.0 1K)
/J i=
&, ) - (71

—

2 = A(KIL) + (LI

=9

0 = & (KIK)+B(LIK)
@% CORICT
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-

L

(4) = dK+p L dusist o

Pm-L (L)

Fin Exercice 7

Pr. ELAMIRI www.iamateacher.org







