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T:-EFE—R.
Soit \,ucR et A=(q,;),B=(b,;) dansk

AA+pB=(\a,, +pb, ), donc

T\A+p.B)= Z()"am +ub,, )= /\Zam‘ +N'me =ATA)+upT B)
=1 i-1 i1

DoncT e E".

SoitUek.T,:FE—R.

Soit \,ueR etABeEE.
T,AVA+uB)=T(MNA+uBY)=TANAU+pBU)=AXTAU )+ uT BU)=AT, A)+nT, B)
Donc T, c E*.

n

AB=(c,,) avecc,, = Zai,kblv,j donc T(AB) = ZZaivkbkj .
k=1

i=1 k=1
On conclut en réindexant les sommes.

t / /
A=(a;,) aveca;, =aq, ;.

n n n n

T(AB)=) > a;b,=> > ab,.

=1 j=1 =1 j=1

T(AB)=T('AB)=T('('AB))=T('B"A)=T('BA)=T(BA).
kerT, =F .

SiU =0 elle posséde au moins un coefficient non nul. N®1{@, ;) son indice et\ sa valeur.
Pour (4, jo) = (j,1) = T, (E, ,)=T(UE, ,)=A=0.

‘0+Jo

ImT,, est un sous-espace vectorielllenon réduit a{o} c'est doncR. .
Par le théoréme du ranglimH,, = dimE — 1=n® — 1.
T (E.,))=T(E, E,)=T(E E,,) se voit égal au coefficient d'indicg, ;) de E,, c'est a diref, 5, .

Montrons que la famille est libre.

n n

Si Y > AT, =0 alors

=1 j=1

Vi<kl<n,onad > A T,(E,)=0
-1 j—1

n n

d'oti > >\ 6,6, =0 puis A, =0.

i,j 0k g
i=1 j=1

La famille desT ; est libre et formée de’ =dimE éléments de¥, c’est donc une base de.

p:FE— E" est bien définie.

Soit \,ueR etU,VeFE.

VM e E,o(\U +pV)M)=T (AU +pV )M )=AT UM )+ pT VM )= p U )M )+ pp V)M ).
Donc oAU +uV)=ApoU)+ pp ).

@ est une application linéaire.

De plus transforme la basg¥, )., .., de £ en(T},),., ., quiestune basg?,x), ¢ estdonc un
isomorphisme deR -espace vectoriel.

CommeA ¢ H , la matriceA est non nulle et dondimVect(4)= 1.

Soit M € HNVect(4).

M s'écrit \.A avecAeR.
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SiA=0 anrsA:%.M € H ce qui est exclu.

Nécessairememt =0 puis A=0.

Ainsi H NVect(4)= {0}, de plusdimH + dim Vect( )=n?, on peut conclure qué& et Vect(4) sont
supplémentaires dans .

VYMeE,(X,a)e HxR telqueM =X +a.A.

Posons{(M) = «, on définit ainsi une applicatiof: £ — R .

Montrons sa linéarité :
Soit \,ucR et M,NcE.

I(X,a) e HxR et (Y,5) € HxR tels que:

M=X+aAetN=Y+5A.

Ona/l(M)=a«a et{(N)=p . Calculons{(AM + pu.N) .

OnalM+uN=AX+pY)+ Aa+us)A avecA\X + .Y € H ceci permet de reconnaitre :
LAM+pN)=da+pub=MM)+ pl(N).

Ainsi ¢ est une forme linéaire sur .

De plusker{ = H puisque les matrices/ qui annulent! sont celles qui s’écriventd/ = X +0.4
avec X e H .

Pourll =¢ *(¢) =0, on aH, =kerT, = kerp {/ )= ket = H .
rg(A)=n donc A estinversible.
T, (A)=T(J A=) T(E, A)=0.
i=1
Soit H un hyperplan de& et U € E\{0} telle queH =H,, .
Posonsr=rg(U), on sait qu’il existe des matrices inversibleg) telles quePUQ =J, .
PourtoutM € E, T,,(M) =T({UM)=T(P'J.Q*M)=T(J Q *MP™*).
Pour M = QAP , qui est une matrice inversible, olg(M)=1T(J . A)=0 etdoncM € H,, .
Ainsi H = H,, posséde au moins une matrice inversible, la oeafvl .



