Hyperplan dans I'espace des matrices carrees

Soit n un entier,n > 2 ; on noteE = M, (R) I'espace des matrices carrées d'ordre coefficients réels et
E"=L(F,R) le R -espace vectoriel des formes linéaires Bur

Les éléments dé&' sont notésM = (m, ;) , la matrice élémentair&, ; est la matrice dé&Z dont les coefficients
sont tous nuls a I'exception de celui qui se trosmela ; “™ligne et sur laj “™ colonne, qui vaut 1.

Lorsque A et B sont des éléments dg, on noteA.B leur produit.

Si M € E, on noteVect(M ) le sous-espace vectoriel d& engendré pai/ .

L'objectif du probléme est de montrer que chaqueehglan vectoriel d&/ posséde au moins une matrice
inversible.

Si M =(m,,)€E, onnoteT (M) le réeIZmM .

k=1

On définit ainsi une applicatio® de £ versR : M — T(M).
A chaque matricd/ de £, on associe I'applicatioff, de E versR : M — T, (M)=TU.M).

1. Montrer queT’ est une forme linaire sut puis qu’il en est de méme dé pour toutU de E'.
On note H,; le noyau deT;, .

2. SoitA=(a,,) et B=(b,;) des eléments d& .

n n

2.a  Montrer quel'(AB)=> > "a, b,
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2.b  En déduire les identités :

n n

T('AB)=> > a, b, et T(BA)=T(AB).

3. SoitU dansk.
3.a SiU estla matrice nulle, déterminkerT,, .

3.b  SiU n’'est pas la matrice nulle, montrer que I'on geativer un couple d’entier§,, j,) tel que
T, (E, ;) = 0. Décrire alorsimT;, puis déterminer la dimension d€, .

4. Pour(i,j)€{1,2,.. ,n}z, onnotel, =T, .

4.a Lesindices: et/ etantfixes, calculef; (E,,) en utilisant la premiere relation du 2.b.

4.b  En déduire que les’ élémentsT, ; de E° permettent de définir une base He.

4.c  Montrer que l'applicatiop de E vers E* : U — ¢(U) =1, estunisomorphisme d’espaces vectoriels.

5. On considére un hyperplan vectoriélde E .

5.a  SoitA une matrice d&/ qui n’appartient pas & , montrer que les sous-espaces vectorielst
Vect(A) sont supplémentaires daiis.

5.b  Construire alors un élémefitde E tel que H = ker? .
5.c  Prouver I'existence d’'un élémetit de £, non nul, tel qued = H,, .
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6. Pourl<r<mn,onnoteJ, = ZEM et A la matrice définie pal={0 0 :|.
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6.a  Prouver qued estinversible.
6.b  Prouver quel appartient a I'hyperplad/;, .



7. Conclure que chaque hyperplan vectofielde £ posséde au moins une matrice inversible.
Indication : lorsqueH = H,,, avecU de rangr , on rappelle I'existence de matric&s() inversibles

telles quePUQ =, .



