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Premier probléme

1%* partie : Quelques propriétés de P p

1.1.

1.1.1. Soit x = (xg, -+ ,xp—1) € CP.

Op(z) =0 si, et seulement si, pour tout k € {0,--- ,p — 1}, Pm(w’;) = 0 si, et seulement si, pour tout
ke {0,- — 1}, Pélément wk est racine du polynoéme P,.

Comme le degre de P, est 1nfer1eur ou égal a p — 1 et les p éléments w , 0 < k <p-—1, sont distinctes
deux & deux, donc ®p(x) = 0 si, et seulement si, le polynéme P, est nul

1.1.2. Soient = (xq, - - - ,xp,l) et y = (yo, - ,yp,l) deux éléments de CP, et a € C.
ax+y=(azo+yo, -, Tp_1+Yp_1), donc

p—1

Pa‘a:+y(X):Z<axj+yJ =a ZxJX] +Zy]XJ—aP(X)—|—Py(X).
§=0

Et, par suite
O (et + ) = (Paaiy(@0), -+ Py (@B™Y) = (a Po(wl) + Py(w0), - & Po(wB™1) + Py (w? 1))
= a.dy(x) + B, (y).
Ainsi, @, est linéaire; et, d’apres la question précédente, elle est injective. Vu que ®,, admet les mémes
espaces de départ et d’arrivé de dimension finie p, on en déduit que ®, est un automorphisme de CP.

1.2.
1.2.1. Soit j € {0,--- ,p—1}.
By(e;) = (Poy (WD), -+, Poy (@), -+, Py (wB 1)) = (1,%7... Wi ) Z“’ i e
Ainsi, pour tout (i,7) € ({0,--- ,p—1})%, m;; = w7,

1 1 1

1w, .o wgffl
1.2.2. M = mat(®,, 0) = [wi locijepr = |1 w2 . . . wp?V

. -

1 wp ! w,(,p_l)

det(M) est le déterminant de Vandermonde, donc det(M) = H (w; - w;); et, comme les w,

0<i<j<p—1
k €{0,---,p— 1}, sont distinctes deux & deux, donc det(M) # 0. Ce qui prouve que 'endomorphisme
®,, est un automorphisme de CP.

1.3. Soit = (zo,--- ,&p—1) € CP; on note ®p(z) = (Yo, - , Yp—1)-
1.3.1. Soit (1,5) € {0,--- ,p —1}?, donc |l — j| € {0, ,p—1}.

p—1 p—1 k p(l—7) 2im(I1—75)
-9 . ~ (I—i)k _ ( <H>) _l-wp U 1-—e _

Sil # 7, alors wy = 1; et, par suite pr Z wp L0 R 0.

k=0 k=0 Wp Wp
. pil .

Sil=j, alors w,(,l_j) = 1; et, par suite sz(,l”)k =p.

k=0
p—! 2imkj
1.3.2. Soit k€ {0,--- ,p—1}. Ona: y, =P, ij :ije v,

p—1 p—1 p—lp—1
lye]? = E z; w;.fﬂ E x; wil | = E E :cjxﬁw’;@*l). D’apres la question 1.3.1),
i=0 =0 §=0 =0

p—1

p—1
lyl* = @ Tupi ) = |y
=0

=0



p—1 p—1 [p—1 p—1 — p—1 p—1
st S =3 (S| <5 (S o) = Sop e oS
k=0 k=0 \j=0 7=0 7=0 7=0

1.4.
p—1 p—1
Vi N —_— kj i—k
1.4.1. MM = [Cl,j]ogl,jgpfly oucy; = E my g Mk,j = E wék wp] = E wz()] )k,
— =0

Sil=j,alors ¢, =p.
Sil#j,alors ¢ ; =0.
Ainsi, MM = p.1,,.

1.4.2. L’inverse de la matrice M est M~ =

2éme partie : Un peu d’algorithmique

2.1.
k

Fk:’kawpa
2.1.1. Soit k € {0,1,--- ,£ —1}. On a: ak:ﬂk—f—%xwg,
ak_i_%:ﬂkf’ykxw]’;.

2.1.2. &,(a) = (ag, 01, ,p_1). Soit k € {0,1,--- , 5 —1}.

21 B
kj _ . okj 4 k(2541) _  2kj ) k(2j+1
o = g a; w E a2j Wy, + E 2541 wp( ) = azj Wy, + 2541 wp( ).
0<2y<p—2 0<2j+1<p—1 Jj=0 j=0
2im
; j 2j+1)k ya
Comme wgﬂf = wij et wz(, TR _ 8 w’; = w’fﬂ X wk donc
2
21 21
kj kj k k k k k
ap =Y ay; wy' + agjp1 Wy | wy = Bp(wy) + Pe(wp) X wy = Br + % wy-
j=0 j=0
. k+% (k+p)J
On a aussi, agyz = ( ) E a; w
1 21
(2J)(k+ ) k+£)(25+1)
= E agz; w + E ag;+ ( (
=0
2_1 21
2
k+
= E a2 wp E a2j41 wp 2 —Pb(wg) + Po(wh) x wk x ™ = B — ypw
=0

Ainsi, cet algorithme permet de calculer D, (a).

2.2.
2.2.1. Les valeurs initiales de I’algorithme récursif suivant pour le calcul de @9 (a) sont :

s1=2 e r =0.

On suppose que $,,—1 (resp. r,—1), n € N\ {0, 1}, est le nombre des additions (resp. de multiplications )

complexes nécessaires au calcul de ®on-1(b) et aussi de Pyn-1(c).

k
Fk:’}/kxwpv

Pour tout k € {0,1,---, 5 =1}, S ap = B + & xw[]f,
Qpip = B — Tk X Wp.

On effectue § additions pour oy, et & additions pour ety donc en total p additions pour «y, et Uy
On effectue aussi & multiplications pour ay, et § multiplications pour ety donc en total p multiplications
pour oy et Qpt 2
Donc,

Sp=p+ 25,1 =2" + 25,1

et

n=p+2r,_1=2"4+2r,_1

2.2.2. 5, = 2" + 25,1 = 2"+ 2(2" " + 25,,_9) = 2" + 2" + 225, 5. Par ittération, on obtient

Sp =27 42" ... 42" 1s) = 2" (il y'a n termes de 27).



Tp=2" 4 2r, 1 = 2" +2(2"7 1 4 21, o) =27 + 2" + 225, . Par ittération, on obtient
Sp =20 42V 4 42" 2y = 2" 2" 2222 4 2r)) = (n— 1)2" (il y'a n — 1 termes de 27).
In(p)

Comme p = 2", donc n = 55 Et, par suite s, = pli]rz(;;) et r, =p (1)1]1;2(2’;) - 1)

2.3. Cotit du calcul de ®,(a) par l'algorithme de Ho rner
2.3.1.Pour P,(\) = a, + a1, il y’a une addition et une multiplication nécessaires au calcul de P, (\).

Pour P,(A) = a, + A(a1 + A(az + Aas)), il y’a 3 additions et 3 multiplications nécessaires au calcul
de P,(N).

p—1

En général, pour P,(\) = Zak)\k, p € N* il y’a p — 1 additions et p — 1 multiplications nécessaires
k=0

au calcul de Py ().

2.3.2. (bp(a) = (Pa(w2)7 e 7Pa(w5_1))-
1l y’a p termes Pa(wg),- . ,Pa(wg_l). Et, pour chaque Pa(wzlf), 0 <k <p-—1, on effectue p — 1 additions
et p — 1 multiplications, donc le nombre total des additions complexes nécessaires au calcul de ®,(a) est

p(p — 1); et, de méme, le nombre total des multiplications complexes nécessaires au calcul de ®,(a) est

p(p—1).

In In(p) In(p)
s . In(p) e(Eg-n (m(g) -D
24.0na: lim —~—= lim ——*———=0et lim ——— = lim ——— =0.
p—+oop(p—1)  p—+oo (p—1)In(2) p—+oo  p(p—1) p—+oo -1
Ce qui justifie que le premier algorithme 2.1) est plus rapide que 'algorithme de Ho rner.

Deuxiéme probléme

1% partie : Théoréme de Courant-Fischer

1.1. f4 désigne 'endomorphisme de M,, 1 (R) associé a la matrice A relativement a la base canonique de
(Mp1(R), < .,.>).

A étant une matrice symétrique réel d’ordre n, donc f4 est un endomorphisme auto-adjoint de M,, 1(R);
et, par suite il existe une base orthonormée de lespace euclidien (M,, 1(R), < .,. >) formée de vecteurs
propres de f4.

1.2. Soit k € {1,2,--- ,n}.

1.2.1. < ep,ep >=1et < faleg),ex > =< Ag.p,ep > =A< eg, e, > = A, donc Ra(ex) = Ag.

1.2.2. Soit v € Vi \ {0}.
k

. 1l existe (z1,--- ,21) € R* tel que v = Zmi.ei. On a:
i=1

k k k
< v,V > = <in.ei,2xj.ej> = fo, et

k k

< fa(v),v>= <Z$’ fa(ei) ij ez> = <Z(mi)\i).ei72xj.ei> = ZZSL‘ TN < ej e > = ZxQ)\
i=1 j=1 i=1 j=1

Puisque A\ < -+ < Mg, done < fa(v) (Zw ) = A < v,V >.

Ainsi, Ra(v) < Mg ; et, ceci est vrai pour tout v € Vg \ {0}.
. Donc, sup Ra(u ) < Ag. Comme Ra(er) = Mg et e, € Vi \ {0}, donc le  sup Ra(u) est atteint.

uEVk\{O} uevk\{o}
Dou, sup Ra(u)= max Ra(u)= .
u€Vy\{0} alu) ueVi\{0} aw) g
1.3. Soient k € {1,2,--- ,n} et F € F.
1.3.1.On a:

dim(F) =k, dim (Vect(eg, -+ ,en)) =n—k+1 et dim(F + Vect(ex, - ,e,)) < dim(M, 1(R)) =n.

Comme, dim (F N Vect(eg, - ,en)) = dim(F) + dim (Vect(eg, - ,e,)) — dim (F + Vect(eg, - ,ep)),
donc
dim (F N Vect(eg, -+ ,en)) = dim(F) + dim (Vect(eg, -, en)) — dim(M, 1(R)).



Et, par suite, dim (F N Vect(eg, - ,e,)) = 1.

1.3.2. Soit w un vecteur non nul de F N Vect(eg, - ,e,), 1l existe (yp, -+ ,yn) € R?FF1 tel que
n n

w = Zyi.ei. Puisque A\, < -+ < Ay, done < fa(w),w > = g ny = A\ < w,w >. Ainsi,
; i=k

i=k
Ra(w) = Ag.

1.4. Comme F N Vect(eg, -+ ,e,) C F, donc max Ra(v) > max R4(w). D’apres
veF\{0} weFNVect(ek, en)\{0}
la question 1.3.2), HR?{(O} R4(v) = Mg ; et, ceci est vrai pour tout F' € Fy. Ainsi,
(S

inf ( max RA(v)> > Ag.
FEF, \wveF\{0}

En particulier, pour F' = Vi, on a max R4(v) = Ag, donc inf max Ra(v) | est atteint.
P P F max Ra(v) = A FeF, (UEF\{O} al )>
D’ou,

inf < max RA(v)> = min ( max RA(’U)> = Ag.

FeF, \weF\{0} FeFy \weF\{0}
Note : Si on désigne par S(0;1) la sphére unité de l'espace euclidien (M, 1(R),< .,. >) et F un sous-
espace vectoriel de M,, 1(R), on a F'N S(0;1) est un compact (puisque c’est un fermé et borné dans
I'espace M,, 1(R) de dimension finie); et, comme lapplication = +—< fa(z),z > est continue sur ce
compact, donc elle est bornée et atteint ses bornes. Ainsi,

v v
sup < falz),x > = max < fa(x),z >= max <f,4<),>: max Ra(v).
sernamn < AT B e <A = 8% <R el T TR )

28me partie : Continuité et dérivabilité des valeurs propres d’une application matricielle

2.1. Soit v € M,, 1(R). En utilisant I'inégalité de Schwarz : | < C.v,v > | < [|Cv||2 ||v]|2 et I'inégalité

suivante : ||Cvll2 < |||C]||2 [|v]]2, on obtient ‘<C“’“>’ = [=Cvr> L 1))

<v,v> Hng

2.2.
2.2.1. Soient (¢,t,) € I?, k € {1,2,--- ,n} et v € Vi(t,) \ {0}.
D’apres la question 1.2.2), Raq,y(v) < Ax(t,). Donc,

Riaw—at) (v) = Raw)(v) = Rag,)(v) = Raw(v) — A(to).

et, sup  [Ream-a) ()] = Riag— ) (©) = Rag(v) — Ar(to).
W€V (t)\ {0}

Et, par suite sup [R(A(t),A(to))(u)} + Mk(to) = Ra(v); et, ceci est vrai pour tout
u€Vi (to)\{0}

v E Vi(t 0}. Donc, su R _ w)| + Ae(ty,) = max R V).
k(to) \ {0} uevk(tg\{o}[ (A(#) A(to))( )} k(to) eV ({0} A(t)( )

D’aprés la question 1.4) et comme Vi (t,) € Fi, on obtient :

Ry (v) = min ( max RA(t)(u)> = Mg (2).

max >
vEVy (to)\{0} FeFr \ueF\{0}

Ainsi, sup [R(A(t),A(to))(u)} + Me(to) = Ai(2).
u€Vy (t,)\{0}
1.2.2. Soit v € Vi (t,) \ {0}. D’apres la question 2.1),

Ria)—agto) (v) < |Riagy—ag,) ()| = ’<(A(t)7‘4(t°))(”)’”>’ < [[JA(t) — A(to)]||2, done

Ae(t) = An(to) < [[|AQ) = A(Lo)lf2-

Cette inégalité est vraie pour tout (¢,t,) € 12, donc A (t,) — Mk (t) < ||| A(to) — A(t)||]2 = [[|A(E) — A(to)]l|2-
Ainsi,
| Ak (t) = Ak(to) | < [I[A() — Alto)|l]2-
L’application A étant continue sur I par hypothése, en particulier en un poin ¢, de I ; donc tlir? NA(t) — A(to)|ll2 = 0;

et, par suite tlint1 M () = Ak (o). On conclue ainsi la continuité de A\ en tout point ¢, de I.



2.3.
1 1
2.3.1. . Les applications a et b sont continues sur R*. De plus, lim a(t) = lim e cos(;) =0 = a(0), car
t£0 t#£0

_1 1 _ L .
e 2 cos(;) <e @ et lime™ @ =0.
t£0

Ce qui justifie que a est continue sur R. Presque de la méme fagon, on montre que b est continue sur R.
. les applications a et b sont de classes C! sur ]0, +oc[ et ] — 00, 0].

.Soit t e R*. Ona:d (t) = 5 [2cos(L) +sin(1)] e,

1 /2
lim — (t + 1)) e"# = lim (27 + 1)e—r2 =0

r——+00
Comme, |a'(t)] < & (It\ + 1)) e et et
1 2
lim — (-t + 1)) e = = lim 22(—2z+ 1) =0

r——00

Ainsi, lim a (t) = 0 existe dans R.
t#£0
D’aprés le théoréme de C' prolongement, I’application a est de classe C! sur R.
Presque de la méme facon, on montre que b est de classe C! sur R.
2.3.2. Soit t € R*.
Le polynéme caractéristique de A(t) est :

Vg (X) = det ({a(t) PR X]) —X?P e H = (X—e #) (X +e ).

1

Donc, les valeurs propres de A(t) sont eTT et —e .

Sous-espaces propres de A(t). On note A (t) = e~ et Aa(t) = e,

Bgﬂ € Ex,n(AQY) < {(.Co(bi

est : By, 1) (A(t)) = Vect ([ﬁéiﬂ )

Pour 'autre sous-espace propre Ey, ) (A(t)) on a :

x(t) (cos($) + 1) z(t) +sin(3) y(t) =0
L/(tﬂ € Bran(4) < {sin(%) w(t) — (cos(}) — 1) y(t) = 0
& cos(g;) x(t) + sin(5; gl/(t) 0.

—cos(5;

Ainsi, le sous-espace propre de A(t) associé & Ao(t) est : Ey, ) (A(t)) = Vect <[ sin(gg 1))})
Pour le cas t = 0, on a A(0) est la matrice nulle, donc 0 est la seule valeur propre de A(0) et M2 1(R)

est le sous-espace propre associé a la valeur propre 0.

On note, pour ¢ € R*, ey(t) = E?r?((%t))] et ea(t) = [ SLI;(S% %) )]

2.3.3. Raisonnement par l’absurde, supposons qu’il existe une application continue e : I — M ;(R)

telle que e(t) soit un vecteur propre de A(t), pour tout ¢ € R. Donc, % = Bg;] est aussi un vecteur

propre de A(t), pour tout ¢ € R. Et, par suite il existe une application « : I — R non identiquement nulle

telle que, pour tout t € R* | Hee((tt))u2 a(t).e1(t) ou bien Hee((tt))llz a(t).es(t).

Comme, pour tout ¢ € R*, les vecteurs Hee((t))\b’ e1(t) et ex(t) étant unitaires, donc |a(t)| = 1.

La fonction « est continue sur le connexe par arcs |0, +00[; de plus, pour tout ¢ €]0, +oo|, a(¢) € {-1,1}
et {—1,1} n’est pas un intervalle de R, donc « est constante sur ]0,+oo[. On suppose par exemple :

vt €]0, +o00[, a(t) = 1. Donc, pour tout ¢ €]0, +oo, ﬁ = e1(¢) ou bien % = es(t).



On désigne par I = {t €]0,+00[ ; He(t))Hz e1(t)} et Iy = {t €]0, +o0] ; H:((tt))\lz =es(t)}.
L’élément nul 0 appartient & I; U I, car I; U I, ]O,ioo[.
1%¢ cas : 0 € I; ou bien 0 ¢ I5. Par exemple 0 & I, il existe ¢ > 0 tel que | — ¢,e[Nly = (). Et, par

1
suite pour tout t €]0, ], ﬁ = e1(t). On obtient ainsi z(0) = lim x(t) = lim cos(%) € R, ce qui est
t>0 t>0
absurde.

De méme si 0 g T1£H obtient aussi une contradiction.
2%re cas : 0 € I; N 1,. il existe donc une suite (tn)n>o0 d’éléments de I telle que lim ¢, = 0 et une suite

n—-+00
(t:)ns0 d’éléments de I telle que lim ¢, = 0.
n——4o0o
e(tn)  _ e(ty) 4
Pour tout n € N, =57 = e1(ty) et AL = es(t,,), donc

{x@n)zcndQL) N {xu;>=sn42;>
. 1 )

Les fonctions x et y étant continues en 0, donc z(0) = —y(0) et 2(0) = y(0) c’est & dire £(0) = 0 = y(0).
On obtient ainsi e(0) = 0, ce qui est absurde puisque e(0) est supposé un vecteur propre de A(0).

Ainsi, il n’existe pas d’application continue e : I — My 1 (R) telle que e(t) soit un vecteur propre de A(t),
pour tout t € R.

2.4. On pose, pour tout t € R, M(t) = [28 igiﬂ, ou les applications a, b et ¢ sont de classes C!
sur R.
Comme M (t) est une matrice symétrique réelle de Ms 1(R), donc elle est diagonalisable dans My 1(R).

aa (X) = det(a1(0) x.1) = det (| " 0% MO ) =37 (al0)+ ) + (altett) -0
Le discriminant de ce trindome est A = ((a(t) + c(t))? — 4(a(t)c(t) — b(t)?) = (a(t) — c(t))? + 4b(t)%.
Les applications ¢t — a(t) — c(t) et t — 2b(t) sont de classe C! sur R, il existe donc une application
h: 1 — R de classe C! sur R telle que, pour tout ¢t € R, h(t)? = (a(t) — c(t))? + 4b(t)%. On prend ainsi
Ai(t) = w et Xo(t) = w, pour tout t € R.

Les applications \; et Ay sont de classes C! sur R; et, pour tout ¢t € R, A\1(t) et A\a(t) sont les racines de

¢M(t) (X)

2.5.

2.5.1. Soit t € R. On a : Y (X) = det ([tX b_%g]) = X2 —tb(t).

Cas ou t € R*.

Vpw(X) = (X —t3(2+sin(7)) (X +¢*(2+sin()). La matrice B(t) de M3(R) de taille deux, admet
deux valeurs propres distinctes A1 () = % (2 + sm(%)) et Aa(t) = —t* (2+sin(})). Ce qui justifie que
B(t) est diagonalisable dans Ms(R).

Cas ou t = 0, la matrice B(0) est nulle, donc elle est diagonalisable.

~+ | =

Ozzozum&m

2.5.2. . L’application b est continue sur R*. De plus, lim b(t) = lim t3 (2 + sin(

t£0 t£0
2
1
3 (2 + sin(t))

Ce qui justifie que b est continue sur R.

I'application b est de classe C* sur ]0, +o0[ et ] — 00, 0.

Soit t € R*. On a : b (t) =t (2+sin(1)) (3 (2 +sin(1)) — 2cos(1)). Comme [b'(¢)| < 3[t| (9]¢] +2) et
lim 3J¢| (9]¢] +2) = 0, donc lim b’ (t) = 0 existe dans R.

t#£0 t#£0

D’apres le théoréme de C' prolongement, I’application b est de classe C! sur R. En tenant compte que
I'application t + ¢ est de classe C' sur R, on en déduit que B 1'est aussi.

<Ot et Lim9 [t =0
0

. On remarque d’abord que pour tout ¢t € R*, la matrice B(t) n’est pas symétrique.
t? (2 +sin(1)) sit e R

N est continue sur R, en particulier en 0.
0sit=0

L’application Ay : ¢t —

Ai(t) = A (0 1
lim % = lim ¢ (2 + sin(t)) = 0, car [t (2 +sin(§))| < 3[¢| et lim 3[¢| = 0. Donc, A est dérivable
t£0 t#0 t#£0

en 0 et A} (0) = 0.



/ 1 1
Pour tout ¢t € R*, Aj(t) = 2t (2 + sin(})) —cos(7). Comme lim 2t (2 + sin(t)> = 0 et lim cos(;) n’existe
40 t£0
pas, lim )\/l(t) n’existe pas aussi.
0
—t2 (2 +sin(1)) sit e R

En conclusion, A\, n’est pas de classe C! sur R. Et, de méme pour Papplication Ay : t — {0 o0
sit=



