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Equation matricielle

R désigne I'ensemble des nombres réels.
On considérep un entier naturel supérieur ou égal a 2.

On notera :

M,(R) I'ensemble des matrices carrées d’ordre 2 a apefiis réels,
GL,(R) I'ensemble des matrices inversibles dg(R),

D,(R) I'ensemble des matrices diagonalesMg(R) et

I la matrice identité dé/,(R) .

Le but de ce probléeme est I'étude des ensenilgs) = {A € M,(R)/ A" =1},

Dans les parties Il et [IIF désigne uneR -espace vectoriel de dimension 2 muni d’'une bi&se(e,e,), et
Id, désigne l'identité dev .

ok 0P

la
1.b

2.a

2.b

2.C

Partie | : Etude générale

R(p) est-il un sous-espace vectoriel fig(R) ?
Soit A€ R(p) . Montrer queA € GL,(R) et queA™ € R(p) .
Soit A€ R(p) et P € GL,(R). Montrer queP *AP € R(p) .

Montrer queR (p) N D,(R) est un ensemble fini dont on déterminera le caidin

On considérg un entier naturel supérieur ou égal a 2, et oelégpg le plus grand diviseur commun a
p et q. Montrer queR(p)NR(q) =R(d) .

Partie Il : Cas p=2

. a b
SO|tP_[C d

une matrice deé\/,(R) et Q _[ d _ab] :

Exprimer la matricé() .
En déduire qué® est inversible ssid —bc =0 et exprimer son inversB * lorsque tel est le cas.
Soit A un élément dek(2) tel queA=1 et A= —1I et soitu I'endomorphisme d&/ dont la matrice

dans la basé3 est A .
Démontrer quéer(u — Id, )@ ker@u+ Id, )=E .

En déduire qu'il existe une base Hedans laquelle la matrice deest[cl) 01]'

Montrer qu'il existe quatre réelsb,c et d tels quead —bc=0 et A=

1 ad+bc  —2ab
ad—be\ 2cd  —ad—bc)’

Partie Il : Cas p=3

Dans toute la suite du problem&, désigne un élément d&,(3), et v I'endomorphisme de€Z dont la matrice

dansB est M . On considére les ensembl&s= ker(v— Id, ) et G =ker@> +v+ Id,) ol v’ =vow .

la

1b

Montrer queF’ NG = {0}.
Soitz € E . Montrer que:—];(x +u(z) +0v*(z) €F et que:—]g'(Z:r —v(z)—v* (@) EC .

En déduire quél = F oG .
Que peut-on dire dé&/ si F' est de dimension 2 ?
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3. Le but de cette question est de montrer a I'dide raisonnement par I'absurde géen’est pas de
dimension 1. On suppose donc glieest de dimension 1.

3.a  Montrer qu'il existe une basg=(g,.9,) de E telle queF soit la droite vectorielle engendrée paret
G soit la droite vectorielle engendrée par.
3.b  Enconsidérant le vecteuf(g,) +v(g,) + g,, Obtenir une contradiction.

4. On suppose dans cette question guest de dimension 0.
4.a  Montrer qugle,v(e,)) estune base dE .

4.b  En déduire qu'il existe un réel et un réel non nub tels queM _%[Zf _i;;__baz].
Correction
d’aprés Mines de Sup 1998
Partie |
1. R(p) n'est pas un sous-espace vectoriel@a R (p) .

2. SiAcR(p) alors Ax A” ' =1 . Par le théoréme d'inversibilité] est inversible etd * = A4"*.
De plus, en multiplianp fois la relationA” =1 par A" on obtient] = (4 ™")" doncA*c R(p).

3. (P AP) = (P YAP)x (P *AP)x---x (P YAP)=P YU'P=P P =1 donc P AP c R(p).
p
4. SoitAeD,(R), A_[“ O] donc 4” — [“ 0] .
Par suited” =1 < a” =b" =1.

Si p estimpair alorsA” =1 < a =b=1 et par suiteR(p) N D,(R) ={I} de cardinal 1.
Si p est pair alorsd” =1 < a=+1b=+1 et par suite

R(p)ﬂDz(R)_{[é 2],[_01 2][2') _01,[_01 _01} de cardinal 4.

5. Si AeR(d) alors A’ =1 doncVkeN,A" =TI . Par suiteR(d) C R(p) N R(q) .
Si Ae R(p)NR(q) alors A" = A" =1 . Par I'égalité de Bézout, il existev € Z tels quepu+qu=d.
On a alorsA’ = (A47)" x (A?)" = I donc A€ R(d) . Ainsi R(p) R (g) C R(d) puis I'égalité.
Notons qu'il est possible d’écrird’ = (A”)" x (A?)" avecu,v€Z car A est inversible.

Partie Il

ad—bc 0
la PQ_[ 0 ad—bc]'

1b  Siad—bc=0 alors PQ =0 donc P ne peut pas étre inversible.

Siad—bc=0 anrst[ Q]_I et par le théoréme d’inversibilite est inversible et

ad—bc

—C a

i 1 [d —b
ad—be '

2.a Notons ques” =1d, car A* =1.
Soit z e ker(u— Id; )N ker@e+ 1d, ). On au(z) =z etu(z)=—2 doncz=0.
Ainsi ker(u— Id, ) et ker(u+ Id,) sont en somme directe.

Soitz € E . PosonSy:Lu(”T) ot = 2 17)



Années d'utilisation :

2.b

2.C

la

1.b

3.b

4.b

Onaz=y+z, ycker@w—Id,) etz cker(u+ 1d,) car u(u(z)) =u’*(z) ==z .
Par suiteker(u — Id, ) et ker(u+ Id,;) sont supplémentaire dats.

Puisqued =+1, u=+I et par suite les espacker(u— Id, ) et ker(u+ Id, ) ne sont ni I'un ni l'autre
égaux akF . Ce sont donc des droites vectorielles. $¢fit et (¢}) des bases de celles-&, = (e, e},) est

une baseE (car ker(u— Id, )& ker@u+ Id, )= E ) dans laquelle la matrice deest{é _01] .

NotonsP la matrice de passage thea B’ .

PuisqueP estinversibIeP_[‘cl Z avecad —be=0 et P = 1 [d —b].

ad—bc\—Cc a
. o1 0], . 1 ad+bc  —2ab
Par changement de basd = P[O 1]P ce qui donned = adbc[ oed adbc] :

Partie Il

Soitz € FNG . On av(z) =2 etv’(z)+v(z)+2=0 donc3z =0 puisz=0.
Par suiteF NG = {0}.

Notons que® =1d, car M*=1.

NOtonSy:%(az—l—v(m)—i—vz(m)) etz:é(Zw—v(w)—vz(m))
v(y):%(v(z)quz(x)qu):y doncye F.

V2 (2) +v(2) + 2 ::—]g'(sz(x)Jr @)+ 2e— @+v*@)Fvk))- @&)+z+1v>@))=0donczeq .
Puisque de surcroit;=y+z,0nak=F+G etcommeF NG = {O} on conclutF = F &G .
SidmF=2alorsF=F doncv=Id, puis M =1.

SupposondimF =1. On a alorsdimG = 1. Soit (g,) base deF' et (g,) base de . La famille
G =(g,,9,) estune base d& = F &G de la forme voulue.

g9, €G donc Uz(gz) +v(g,) +9,=0 puis U3(92) + Uz(gz) +v(g,) =v(0)= 0 doncv(g,) €G .

Or dimG =1 donc3IN€R tel quewv(g,) = \g,. Mais alorsv?(g,) +v(g,) + g, =0 donne
(A*+X+1)g, =0 puis \> + A\ +1= 0. Or cette équation n'a pas de solutions réellésutde.
On suppos@imF = 0 donc G = E ce qui signifiev” +v+1d, =0.

Si(e,,v(e,)) est liée alors on peut écriige,) = Ae, (care; =0 ).

Mais alors0= v (e,) +v(e,) +e, = A\ + A+ 21, d'olt A> + A +1= 0. Impossible.

Par suite(e,,v(e,)) est libre et puisque cette famille est formée2dedimE vecteurs de¥, c’est une

base deF .
Notonsa,b les coordonnées dele;) dans la basée,,e,) .

La matrice de passage @€,¢,) a (e;,v(e,)) estP:[(l) Z

,1_}1) —a
avech=0 et P =30 1)

La matrice dev dans(e,v(e,)) est[cl) :1 car v’(e)) = —e, —v(e,) -

La relation de changement de base donhe= P[ ,

0 1]P1_1 ab —1-a—a?
1 - b? —ab—b |’



