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Premiére partie : un théoréme de Kronecker

1. e Soit (a,), Une suite convergente de limite [ et soit e > 0.

5.

. La série chzg est C-convergente, donc d’aprés la question 2, lim

3N, € Ntel que ¥n > Ny, |a, — | < , donc

Ni—1
1 K N1+1€ K 5
> N n—l < — |4+ —- 5
V> Ny =1 S e Y k=1 Z'“’“ +1+ ntl 2 nil 2
k=0 kN1
1 Ni—1 K g
DK — lor i — 0, donc 3N, € N tel que Vn > N <$.
ol ”+1;;>|ak |’°n—l>nioon+1 0, donc 3N, € N tel que Vn > % — <3

En conclusion ¥n > maxz(Ny, N3), |m,, — 1] < g + % =

T et mo,+1 = 0, donc la suite (m,,),, converge vers 0, mais la suite

1
e Avec a,, = (—1)™, on aura mag, = 5
n
(an)n diverge.

Supposons que (a,), est une suite C-convergente et soit L sa C-limite, alors si on pose S,, = Za’“ on

n 1
aoura vn € N* a,, = S, — Sp,—1 = (n + 1)m,, — nm,,_1, donc dn _ (1+—=)my,—my_1 — L—L=0.
n n

n n n—1

Soit S, = Y (—1)*k*, alors e 0 < Y "((2k)* — (2k — 1)*) = Spp = (1) + Y _((2k)* = 2k +1)*) + (2n)* >

k=0 k=1 k=1
(2n)".
o —(2n+ 1) <Y (—(2k — 1) = (2k)*) = ()20 + 1% = Sapi1 = (—1)* + > _((2k)a® — (2k + 1)*) < 0.

k=1 k=1
e En en déduit que vn € N, |S,,| < n?, et par suite |m,,| = || < n_ 1_ , or a €]0, 1], donc m,, tend
n+1 n nl-o

vers 0 lorsque n tend vers l'infini.
Sn(ZO)

n—-+oo N+ 1

= 0, c'est a dire que la

Cn 2y

suite (cn2{)n est C-convergente, ce qui entraine d’aprés la question 2, que lim = 0, donc la série

n—-4oo
>

cn 2y, €St convergente, ce qui exige que |zp| < R.

n+1 st zg=1

(a) e R =1.Soit 2o de module 1, S, (z0) = 1—25t
—— st z#1
1-— 20
n+2 .
5 st zg=1
eo,(20) = 1 1 2 ,donc FF=C(0,1) — {1}, et
— v st zg# 1
l—z (n+1)(1-20)
1
Vzo EFO’(Z()) = -2
n n—1
_ oo _ 2% s+l | Qa+PB)n+a si zp=1
(b)oR_l,etSIzo—il,Sgn(zo)—akz_ozo +(a+,6)’;)z0 —{ _Bn+a si 20— —1

2a+8)n+1) si z=1

® Sony1(20) = San(20) + (o + B)Z(%nﬂ = { —B(n+1) si ozg=—1

e Donc si zp = £1, U”fjo) ne tend pas vers 0 (2« + 8 # 0 et 3 £ 0), et par suite d’aprés la question 2,
(n(20))n diverge.

e Un simple calcul aboutita FF = C(0,1) — {—1,1} et Vzp € F,0(2) = w.
0
() R=1.
e -siet* =1,alors S, (1) = (1 +a)(n+1)
o _ etnt1)A ) 1 — e~ (nTDA . )
sier #£1,8,(1)=n+1+ . et S,(e”) = o a(n+ 1), donc si zg € {1,e~*},
— —€



Sn(ZO)

ne tend pas vers 0, ce qui entraine que (o), diverge.

. 1
e Un calcul montre que F = C(0,1) — {1,e=} et Vzy € F,0(2) = a

+ - .
1—20 1—ez
Deuxiéme partie : convergence au sens de Césaro

1 /e sin(A\x) N£0
e Soit f € &, alors f est combinaison linéaire finie des e, or —/ eMdt = Az 7
2z J o i si A=0

. 1 v i\t o 0 s )\750 . . . . 1 v .
doncmgrgm%/ e dt—{ 1 si A=0 et par combinaison I|nea|rewirr+1w% _wf(t)dtemste.

—T

1 1 * 1 z . .
oVa,BGC,f,gEf,V:Z:>O,%/ (af+ﬂg):a%/ f+5%/ g, et par passage a la limite, on

obtient M (af + g) = aM(f) + BM(g), donc f —— M(f) est linéaire.

x

1 N - y s

o Vf € & VYV > 0, ’%/ f(t)dt’ < |Ifllo, donc par passage a la limite |M(f)| < ||f|lc, d’0U la

continuité de f — M(f)i

e Soient p € R, A4, ..., A, des réels distincts deux a deux et a,...,a, des complexes tels que Vt €
p p

R,Zake“‘kt = 0, alors en dérivant m fois , on obtient Zak(iAk)mei*kt = 0, donc on a le sys-
k=1 k=1

M@

téme ¥Ym € [[0,p — 1]], Vk € [[1, p]] ar(Ak)™ = 0 qui est un systeme de Cramer de discriminant

1
» = 0.

Qk‘

Vand(Ai,...,\p) #0,donc ag = ... =
0 si A#0

o M(ey) = { 1 si A—0° donc M(f) est la coordonnée de f dans la base (e)), ..
o VA, 1 € R, exre, = exyy, donc € est stable par produit.

1 [* 1 [l 1 [®
2/fg] < 2|x|/| 1lloog = f||oo\2x/_£g
on obtient [M(fg)| < | fllw M (g).

eVf ge& Vx>0, , donc par passage a la limite,

N . N
J ijt | —ijt 2 ; i ‘indi
Kyit)=1 11— —— J I =14 —— N+1-— t) et le changement d’indice
v +§_j( ) (e et 3 S e g
N .
N +1—j+«— j,donne K (t):1+i2jcos((N+1—j)t)
J ’ N N+1J=1 .

osin (L iei(g—mt _ 1 i (e—i(Qk—l—N)% _ e—i(2k+1—1v)g) _1 (ei(l-i-N)% _ e—i(1+N)g) _ sin Lt
2 21 2 2

k=0 k=1

e En levant les deux membres de I'égalité précédente au carré, on obtient :
— N 1 -2
sin (;t) N 2 on
sin (2) k=0 Jj=0p+q=j

Jj+1 51 j € [[0, N]]

Card{(p,q)e[[O7NH2 /p—i—q:j}:{ ON —j+1 si je[N+1,2N

K ce qui entraine que
N+1
+ t

— -2

SN <2 ) N 2N

———| =) G+ DN N (2N -4 1) N
=0

t
sin | = J j=N+1
L <2) J

N N
e Le changement d'indice j «— N — j donne » (j + 1)e'™ " = (N — j + 1)e"" et le change-
j=0 =0
2N N
ment d'indice j «— j — N, puis j «— —j donne > (2N —j + 1)V = Y (N — j 4 1)e " =
J=N+1 j=1

—1

> (N +j+ 1€l
j=—N

)



¢ Ce qui donne finalement

. n+l1 N
8. (a) ° gN(x) = H Z (1 N|¢ﬂ 1> elj()\pa:-kap) _
j=—N

< [k1] ) <1 |kn+1|> exp(i ri-:lk o
. »)
(k1,...kn 1) E[[- N, N] 1 N+l Nl

e La famille (Aq, ..., A, 41 est Q—libre, donc A = 0 si, et seulement siky=..=kp1=0.
M (gn) est la coordonnée de gx suivant ey, ceci correspond a A = 0, donc c’est 1.

k kn n+1
(b) Posons gy = ZcAeA olicy = (1 — 1|> (1 - |+1> exp(i Zk: ), alors (fgn)(x choeﬁ

N+1 N+1
n+1 n+1
D ) ajere V7 donc la coordonnée de fgy suivant eg est:coro+ Y _ ajey,, or A = 0si, et seule-
j=1 j=1
mentsi Ay = ... = A,y1 =0et A= —); si, et seulement si k; = —1 et k, = 0 pour p # j, donc ¢p = 1 et

1 , . .
oy = (1 — N+1> e~ ', ce qui entraine que :

n+1 1 ) N n+1
M) =ro e o (1= 5) ™ =t 2"

n+1 n+1 n+1 n+1
(c) » D'une part f(z) = o + Y a;e™*, donc || fllse <o+ D lajl =ro+ D rj = Zm
Jj=1 j=1 j=1

e D’autre part d’'aprés la question 7, K € £ et elle est positive, donc par stablllte de & pour le produit,

gn € & et positive, ce qui entraine en utilisant la question 6.¢, que
n+1

VYN > 0,79 + N1l Z ;i =M(fan) < | fllcoM(gn) = || fllso» dONC en tendant N vers +oo, on obtient
=1

n+1
> i < flloe-
j=0
n+1

o D'oli I'égalité || flloc = > 7;.

9. eSoient k # j, m —e < |ui + ... + up| < |ug + uj| + | Z up| < |uk +u;| +m —2,donc |up +u;| > 2 —ec.
p&{k.j}
o Jup 4+ uj |2 4wk — uj|* = 2(Jug)® + |u;|?) = 4, donc |up —uj|? =4 —|up +ujl? <4—(2—¢)? =4e — % < 4e,
et par suite |u, — u;| < 2/.
10. (a) Dans ce cas ||f|lc = n + 2, donc d’aprés la caractérisation de la borne supérieure, 3(x.,)m C R tels
que lim_|f(an)| =n+2.
(b) Soite >0,ona lim |f(z;,)] =n+2,donc3IN € NtelqueVm > N, |f(z,)| >n+2—¢,etparla

m—)—&-'oo ] ]
question 9, on aura |e?27m — 1| < 2,/z et Vj € [[1,n]], |e’® et — 1] < 24/€, C'est a dire

—ia

lim e?™n =1 et lim eMimm=e "™
m—>—+oo n—>—+oo
(c) e lim ¢?™m = lim €2 =0,donc lim cos(2wy,,) = 1 et lim sin(27y,) = 0, ce qui
m—>—+oo m—+o00 m—>+00 m—>+00

entraine, vu I'égalité cos(27y,,) = 2cos?(mym)—1, que lin}r |cos(my.m )| = 1 et Lmi [sin(mym)| = 0,

. , - .
et par suite mir&w tan(mym) = 0, Of Ty, €]— 35 [ donc hnioo(wym) = mlr&m Arctan(tan(mym,)) =
0.
o lim e?Nm = Jim MNTn lim e N¥m — el

m——+00 m—>+00 m—s—+o0



11. (a) Supposons que sup |f(z)| = n + 2, l'intervalle I étant compact, donc 3z, € I tel que
xzel

[f(wo)| = [1 =D €™ 4 2™ = n + 2, et par suite :
=1

o n 42 < |14 €270 4 | Y eiT0| < |14 €70 4 n < n+ 2, done |1 + 2770 | = 2, ce| qui exige que
j=1
T € 7.
e De méme on a vk € [[1,n]], n+2 < |1 — eemo| 4 | " ehimo| 4 [2700| < |1 — ePA0T0| 4 <42,
J#k

donc Vk € [[1,n]], |1 — e | = 2, ce qui exige \yzo € ™+ 277, et puisque xq € Z, \;, et 27 sont Q—liés
pour tout k € [[1,n]], donc la famille (Aq, ..., A\,41) est Q—liée, ce qui contredit la Q—liberté de la famille
(ALs ooy Ang1)-

(b) La question précédente entraine que la suite (z,,).», n'est pas bornée et par suite aussi pour la suite
(Nm)m, donc on peut en extraire une sous-suite extraite (Nymn))m = (N,,)m tels que lin}r N} =

m——+00

tooetVj e [[1,n]], lim Ml = lim eMiNetm) = 7T = 1.
m—>r+o00 m—>r+o00
- Les suites (e??*%),,, convergent vers 1.
12. e Dans la question 11.h,ona lim ¢*%» = lim ¢ "= = —1,donc on peut prendre  lim N/, =
m—>+00 m—>+00 m—>—+0o0
+00.
e En prennant le conjugué dans la question 10, on obtient, 3(N,,),, C Z tel que pour tout j € [[1,n]],
lim eMiNm = gl
m—>+o0

e Considérons les ensembles Hy = {(eP, ..., e*P) /p € N}, Hy = {(eMP,....eP) [ p € Z} et le
n-uplet G = ('™, ..., etn).

¥p € Z, lim e CNWtP) = AP et (2N, + p),n C N & partir d'un certain rang, donc quitte a prendre
ses premiers termes dans N, on peut la considérer comme suite dans N, et par suite Hz C Hy, C'est a dire
Vp € Z 3(N,,)m C Ntendant vers +oo, tel que Vj € [[1,n]], lim eNiNm = ¢ihiP,

m—>+o00o

e La question 10.¢, montre que G € Hy, or H; C Hy, donc G € Hy, ce qui établit le théoréme.

Troisiéme partie : valeurs d’adhérence aux points de C-convergence

13. (a) oSi % = g ol pAgq = 1, alors S, prend les seules valeurs Sy, St ..., S24—1, donc L(e**) = {So, St ..., S2g—1}-

eSi L ¢ Q, alors (z,7) est libre sur Q, donc d’aprés le théoréme de Kronecker V6 € R 3(N,,),m C N
s
o
tendant vers +oo tels que  lim eNm® — ¢ donc Vo € R, - est une valeur d’adhérence de
m—400 1 — et
Z einw.

-Réciproquement Soit [ une valeur d’adhérence de Ze”””, alors il existe une sous-suite extraite

, . 1—e"
(Sy(n))n convergente vers I, donc (e'(#("+1)), converge vers un certain e*?, donc [ = i em.
— €
. , 1—e® ,
e En conclusion L(e'*) = {1 e, / 0 € R}, c’est le cercle de centre o(e**) = T et de rayon
— el(L — elfl/'
1
11— e=|

a+ (OZ + B)GW _ aeiac + (Oé + 5> ei(2n+1):v
1— ei2z 1— ei2z

(b) e Ss,(e"") = , donc d’apres le théoréme de Kronecker, I'en-
ae’ + (a+ B)

1— eiQw

semble des valeurs d’adhérence de (52, )., est 'ensemble {o (™) — e’ | 6 € R}, c'est

le cercle C; de centre o(e'*) est de rayon r; = ’W'
— €
a+ (a+Pe ci(2n+2)z

o Sont1(e™) = o(e™) — 1 _ gi2z

, donc, d’aprés le théoréme de Kronecker, les valeurs
a+t (a+ B

T e’ |/ ¢ € R}, cest le cercle O de
—e

d’adhérence de (Sa,,+1)., est 'ensemble {o(e™*) —
a+ (a+ Be’

T =
centre o(e'”) et de rayon ry = 1_ giza

e En conclusion 4
L'(e“”) =C1UCy



i(n+1)x ei(n+1)()\+x)

iy _ —(izy € _
(€) Sn(e™) =oa(e™) 1 _ ¢ix @ 1 — ¢iA+a) *

eiel ei(01+92)

donc, d’aprés le théoréme de Kronecker, £(¢*) = {o(e!*)—

1 ei92 2

/ 61,05 € R} @ Soit ¢ € L(e"), |[¢ —a(e™)|* = ‘1 ™ +O‘1 i) |

1_—ez Y] _ i)

_ 1 n o? LR cifa .
- 4s5in2 (f) Asin2 (/\ +x ¢ (1 _ e*iz)(]_ _ ei()\+z)) ,
2 T

02 cos (62 — %)

= _ A _ _ iz |2
Re <(1 " emin)(1 - ei(,\+x))> - ()\—i—x) T et cos (92 2) € [-1,1], donc |¢ — a(e™)]? €
4sin | —— sm(

2

2 2
1 1 @ 1 1 «a
r2 r2 ol r? = - : S etr2 == ——— + — , donc pour « €
Iri, 2] ! <|sm (2)] |sin (gﬂ}) 4 <|sm (3)] ’Sln(A;x>‘> P

Jo. RN e ot €
1

iy ey
1 sin ()] Jsin (C5)]) T 2\ i ()] Jsin (B2)])
(:E

e Réciproquement, soit ¢ € C tel que |¢ — | € [r1,r2], alors

1 o? —Q [

— S
. £ A A ’
4sin? (5) 4sin? ( —;—x) 2 |sin (g) sin ( —;—m)‘ 2

d’ou I'existence de 0 € R tel que
1 o? acos(0)

i A
(ol = Ty Atz) x At :2Re<(1 .e)(?I_Z) O+ ))>’
4sin? [ = ;2 (TN —em (L —entATe
(2) 4sin < 5 ) 2sin (2) sin ( 5 )

1 ei(0+3)

¢~ (e -

et par suite | — o(e™*)| = , ce qui entraine I'existence de ¢ € R tel que

1 — eiz + Oé]_ _ ei()\+x)
1 ei(0+3)
1 — el + Ozl — et(Atz)’

¢ —o(e®) =e' c'est a dire que ¢ € L(e™).




