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EXERCICES MP

Réduction d’endomorphismes]
et de matrices

Exercice 1

Soient E un R-espace vectoriel et f € L(E) vérifiant f3 + f = 0.
1) Simplifier f2(z) pour tout = € Im(f).

2) Justifier que I'm(f) est stable par f.
Notons f1 I’endomorphisme induit par f sur Im(f)

3) Montrer que fi est un automorphisme de I'm(f).

4) Dans cette question, on suppose que f est de rang fini. Montrer que rg(f)
est un entier pair.

Exercice 2

Diagonaliser les matrices suivantes quand c’est possible :

0 1 0o 2 -1 1 4 =2
A( 1 O)’B 3 -2 0 ,C=1 0 6 -3
-2 2 1 -1 4 0
0 1 0 0 1o
D=| -1 2 -1 |, E=
11 0 0 1 0 O
-1 0 0 O
Trigonaliser les matrices suivantes :
2 -1 -1 0 1 1 10 0
A= 2 1 -2 ] ,B=| —1 1 ]1,C=( 0 0 -1
3 -1 =2 -1 2 01 2

Exercice 4

Déterminer les éléments propres des endomorphismes suivants :

1) E lespace des suites réelles bornées, et f € L£(FE) défini par
Vue E, YneN, f(u)(n) =upt1 — up
2) E=C>(R,R) et ¢ € L(F) défini par :
ViEE, ¢(f)=f

Soit f € L(C™), ou n > 1. Supposons que rg(f) = 1.

1) Montrer que tout vecteur non nul de I'm(f) est un vecteur propre de f.

Pr.ELAMIRI 1/ 4 www.ilamateacher.org



EXERCICES MP

2) Montrer que
f est diagonalisable < f? #0

Exercice 6

L’objectif de cet exercice est de résoudre ’équation matricielle :
(E) X3+ X =0, X € M3(R)

Soit A une matrice non nulle solution de (E).
1) Montrer que
M3 1(R) = ker(A) @ ker(A* + I3)

2) Montrer que
VY ¢ ker(A), (Y,AY) est libre

3) Déterminer le polynéme minimal de A.
4) Montrer que dim(ker(A)) =1

0 0 O
5) En déduire que A est semblable & la matrice | 0 0 —1
01 O

6) Quelles sont enfin les solutions de ’équation (F)?

Exercice 7

Soit A une matrice non nulle de M,,(R), de trace non nulle.
Considérons application f définie de M,,(R) vers lui-méme par :

f(M) =tr(A)M —tr(M)A

Notons F' = {M € M,(R) / tr(M) =0}
1) Justifier que f € L(M,(R))

2) Montrer que A est vecteur propre de f associé a la valeur propre 0, puis
que dim(Ep(f)) =1

3) Montrer que Im(f) = F, en précisant dim(F).
4) Montrer F' est le sous-espace propre de f associé a la valeur propre tr(A).

5) Déduire que f est diagonalisable.

Exercice 8

Diagonaliser les matrices suivantes :

A= : Co et B =
0o --- 0 1
1 ... 1 1 Lol
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EXERCICES MP

Exercice 9

0 1

Soit M = € M,(R) oun > 2.
1 0

1) Montrer que M est diagonalisable.

2) Déterminer le polynéme minimal de M.

3) Calculer MP pour tout p € N.

Soit M € M,,(C) telle que M? + 'M = 1I,,
1. Montrer que
1¢ Sy(M) < M est inversible

2. Montrer que M est digonalisable.

Soit F un R-espace vectoriel de dimension finie et soit uw € L(FE) qui n’est
pas une homothétie.
Supposons Dexistence de deux réels distincts a et b tels que :

(u—alg)(u—>blg)=0

Posons p = 71 (u— alp) et ¢ = 5 (u — blEg).

1) Calculer p +q, pq, qp, p* et ¢°

2) En déduire que E = ker(p) @ ker(q).

3) Justifier autrement pourquoi on a E = ker(p) @ ker(q).
)

4) Déterminer les éléments propres de u, puis justifier que u est diagonali-

sable.

Soit n € N* et soient A, B € M, (R).
Considérons Iapplication ¢ définie de M,,(R) vers lui-méme par :

VM € M, (R), ¢(M) =AM — MB

« et (8 sont deux valeurs propres respectives de A et B.
1) Vérifier que ¢ € LM, (R)).

2) Justifier 'existence de deux matrices colonnes non nulles C' et D telles

AC = aC et 'BD = D
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EXERCICES MP

3) Calculer ¢(C 'D) en fonction de C, D, a et 3.
4) En déduire que (o — ) est valeur propre de ¢.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.

Soient f et g deux endomorphismes diagonalisables de E.

Montrer que si f et ¢ commutent alors ils sont simultanément diagona-
lisables.

( c-a-d qu'il existe une base diagonalisant f et g. )
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Réduction d’endomorphismesj
et de matrices

Exercice 1
Soient E un R-espace vectoriel et f € L(E) vérifiant f2 + f = 0.

1) Simplifier f2(x) pour tout x € Im(f).

2) Justifier que Im(f) est stable par f.
Notons f; I'endomorphisme induit par f sur I'm(f)

3) Montrer que f; est un automorphisme de Im(f).

4) Dans cette question, on suppose que f est de rang fini. Montrer que rg(f)
est un entier pair.

St
1)| Simplifier f?(z) pour tout x € Im(f).
Bt 2 Tnlf)- GHE, 1={)
> {0-1®

oy

=N

e Nowe Tm(f) |, 4 1) ==

o

2)| Justifier que Im( f) est stable par f.
[ 44 C/m}c /d“ ()

3)| Montrer que f; est un automorphisme de I'm(f).

(ne o e Tim(§) ; j%’);‘n(
S e, {, (0=
2.
- ﬁ - ’Ldl’u/?)
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Exercice 2

Diagonaliser les matrices suivantes quand c’est possible :

0 1 2~ R
& & -1 4 0

0

1
I | 38_01(1)
e [ — " -
0 0

-1 1 0

D & -1
’d) B=| 3 -2 0
-2 2 1

3 2
Y () =X+ x_10x+7%

om numpy pi:'rt x

e n ; H :
OA Jfouac /‘?"“‘ s “.I{’Y linalg import

[0,2,-17,(3,-2,07, :
. +13,-2,0],[-2,2,1]1])
i aract de A poly(A), renvoie ses coeff

X, (¥) = (X-D(X+ W (x-2)
S?{B) -.:2) Q—f—'"f /i’\J
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Exercice 3
Trigonaliser les matrices suivantes :

R (| 0 1 1
A=l 2 1 2 1.B=] -1 111}, ,c=
< A, (R A 1

(ol o
- O O
o | o
(-
\——'/

CORRECTION
Trigonaliser les matrices suivantes :
2 —1 -1 0 1 1 1 0 0
A=l 2 1 -2 | ,B= -1 1 1 |.,C=]10 0 -1
3 -1 -2 -1 1 2 0 1 2

2 A
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Trigonaliser les matrices suivantes :

2 —1 -1
3 -1 -2

j% (70»:-(?(—4)3

1

E_/L[&) —_—,\[(0"( ; )
1
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Trigonaliser les matrices suivantes :
2 -1 -1 0 1 1

A= 2 1 -2 | ,B=| -1 1 1 |,C=
3 -1 -2 -1 1 2

3
j% (704-(7(—-4)
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Exercice 4

Déterminer les éléments propres des endomorphismes suivants :

1) E l'espace des suites réelles bornées, et f € L(F) défini par
Vu € E, Vn € N, f(u)(n) =tups+1 — un
2) E=C*(R,R) et ¢ € L(E) défini par :

VfeE, ¢o(f)=f

@ Sook ne R
NESH(F) &n 3(0)6E VS, Flo) =2V
> V)€ E\MoY | Mty Uy = Q) VA
& D) %E\HJ\S, Y& Uy = Ug Q\-f\\“
. \ -~
<:‘_"7 La Awde ()s-}\)“‘w \fss-f‘h«-c..
& dne L4 ey A6 [-20]7

Sp) = [0l
Sk nel-20d<eSp) .
W) e I?A(F\ &> FUe AU &S e Uy = Q) ¥, CQ)V\\GW\U““JQW‘\‘

EI\ (F) = V(U"( Q‘"\:m ) C d(B\v‘-q Ue(—\&r{-t\\!\
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Sk pEQ.
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Exercice 5
Soit f € L(C™), ot n > 1. Supposons que rg(f) = 1.

1) Montrer que tout vecteur non nul de I'm(f) est un vecteur propre de f.

2) Montrer que
f est diagonalisable < f? #0

DA

1)| Montrer que tout vecteur non nul de I'm(f) est un vecteur propre de f.

e ﬁm‘mlﬁ), moec Y O
M goe 2 [D0€K) {ly) = Ay)

‘a(fM/‘/ \2 \] )
i (T )=

Dl Tonlf) =vH(y)
@ 7([9) éfh[f) / a/w] {/;9) é")“HZ)
(D2ek) $9) =y)

=

2)| Montrer que

f est diagonalisable < f? #0

(—=>)

Mmodf
' ) 2
‘Dﬂ/'y/’ thas {fﬁ m’mﬁﬁw}iﬁl{f,#aﬂ@m f Lo
J(k(:-l( re low 8;% E Lk ,?m :
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#t ) Jan @
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Exercice 6

L’objectif de cet exercice est de résoudre I'équation matricielle :
(E) X34+ X =0, X € M3(R)

Soit A une matrice non nulle solution de (E).

1) Montrer que
Ms1(R) = ker(A) & ker(A® + I3)

2) Montrer que
VY ¢ ker(A), (Y, AY) est libre
3) Déterminer le polynéme minimal de A.
4) Montrer que dim(ker(A)) =1
0

00
!5) En déduire que A est semblable a la matrice ( 00 -1 )
01 0

6) Quelles sont enfin les solutions de I'équation (E£)?

otun

(B) X3+ X =0, X € M3(R)

Soit A une matrice non nulle solution de (F).

1) Montrer que
M31(R) = ker(A) @ ker(A? + I3)

(u «
M, (R - e ()

— b [ A A+ 1'3))

- bedt) Dbt A+T)
.2'7:/%\ A thaane de dea;yma% Mev nagpx fak gme
X o (K1) st prowiss e anx . []

L’objectif de cet exercice est de résoudre I'équation matricielle :
(E) X3+ X =0, X € M3(R)

Soit A une matrice non nulle solution de (E).

1) Montrer que
M31(R) = ker(A) & ker(A% + L)

2) Montrer que
VY & ker(A), (Y,AY) est libre

T N gl A) . Mo (/7 ) ot Ao 5
Qﬂtb%nhi jlalajwa’f /J—/&V‘ﬂomhj AC}.M [y/AY) <t ,&«.

— (FDer, AY=2Y
>( ) Ona: A+ A=0
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3)| Déterminer le polynéme minimal de A.
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Hn o |77 (x) = x (Kt) X ex

4)| Montrer que dim(ker(A)) =1

) =7 (x) = XX

%
0““77/_?:)("—)( =7 ; 75 J’G""J‘ I(M(M(A‘F/

| fhea) =10}
@f\‘?"\L M,/A) =1
(Or 0= Um0 lom e WT/L
alse) O R A) = [4) =2

2o | s bec(4) = 2

[

ot
—

smam Y oo

0
0
1

En déduire que A est semblable a la matrice (

i)
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0
7{9&7“%/”23) ) ipd G40 opocid' s A
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L’objectif de cet exercice est de résoudre I'équation matricielle :
(B) X3+X =0, X € Ma(R)
Soit A une matrice non nulle solution de (FE).

1) Montrer que
Ms(R) = ker(A) & ker(A* + I3)

2) Montrer que
VY ¢ ker(A), (Y, AY) est libre

0 0

0 -1

1 0
6) Quelles sont enfin les solutions de 1'équation (E)?

@"11/143 Les -7Mf.(1l2év|.( M;c:.dqn}ﬂ - SL A Uk Ae‘wﬂa«« new nulle de (E) alors A ed
SWIL/iL(c < [a maKiCe (2 z _01 .
0 10
/RV/&PI‘O &?mcmer g
9 0 0
Sl e U wan e /,)ML/“LZ( A (o ) —1) , alB‘U A - vem nulle o (&

3) Déterminer le polynéme minimal de A.

4) Montrer que dim(ker(A)) =1

(=) =iy (=]

5) En déduire que A est semblable & la matrice (

g L0
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Fin Exercice 6
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Exercice 7

Soit A une matrice non nulle de M,,(R), de trace non nulle.
Considérons 'application f définie de M,,(R) vers lui-méme par :

f(M)=tr(A)M —tr(M)A

Notons F = {M € M,(R) / tr(M) =0}
1) Justifier que f € L(M,(R))

2) Montrer que A est vecteur propre de f associé a la valeur propre 0, puis
que dim(Eo(f)) = 1

3) Montrer que Im(f) = F, en précisant dim/(F).
4) Montrer F est le sous-espace propre de f associé a la valeur propre tr(A).

5) Déduire que f est diagonalisable.
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Exercice 8
Diagonaliser les matrices suivantes :

R === B 1 i s
A=l o [P
1 e i s 1

gceamday| || -
As ( L ek Llend can st A e la
%

141

. \oiuk C&Y\wv:‘?-t Qe IR“.
oA=& (=vq¢§§.h))) ) e @ w@

(‘)\erdnws \es Sl Vrlen Wiy O dres qme O |
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° |
NS R G0 &> | 4 =g
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Exercice 9

02--1

Soit M = ( i\i ) € Mn(R) oun > 2.
1..-20

1) Montrer que M est diagonalisable.

2) Déterminer le polynéme minimal de M.

3) Calculer M? pour tout p € N.

(’\\:H'tocl-: R M&Q e =0 MA\ESM»&M

/]*.f#tcclc 7

s SR
M+L = A 4

) ;
o WE (Men-2 ok dvi-EM(mmi alsy

& MulnE () @ (w) —

ému

NE) t Q v\\»UJ(‘PQ'] ALMQnAa \w\u:n fa.d'( a\dtﬁ:ﬁgu xS fbl ,V&do'h‘\kr}',
T M2 PDPE o Doy - Fn)

14 --41
P.(10 <1
- 0"0- =
, 9 o .
6 -1 1
_4—‘-—"
e
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Exercice 9

0 21 1
Soit M = ﬂ Dy | € Ma(R)oun > 2.
1..40

1) Montrer que M est diagonalisable.
2) Déterminer le polynome minimal de M.
3) Calculer MP pour tout p € N.

Solution
0 4 .= .1

Soit M = ﬁ Dy | EMe(R) oun > 2.
1..10

1) Montrer que M est diagonalisable.

R i
/3% b (f — . l. = '
1 ] n -~ h 1 i

2 (14T - » (T)
/ .V
D6 Pl)-o e P = (Xt) —n K+ 2)

POue P) = ko) () e phyi el
rdnt M, {im‘ (W /ac(;\plt/ le\ IR of «0\& 16 Camee s A&Té; _
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/?m buide M 1a 0)1_4%\9««0\\(5#& das K.

04 .. -1
Soit M = ﬂ,_, € M,(R) oun > 2.
1. 4 0

1) Montrer que M est diagonalisable.

2) Déterminer le polyndéme minimal de M.

O e PlH) 0,08 PO = (x41) (x41-n)
2. 77"M by /e (a-n)

= (7];\#;) — X411 o H\“l (A= X4+1n  Ju 7&(){] :(7&—+4)(X+’I—n)>

7/'ml;<) = X+1 ¢ A;ﬁrﬁlé Car b~ Qunrit 7?4 {m)zl\’le —9

Ced M:_’_Ch , C( o o {m

De mimi 77‘;' (A= X4ln 4 w:fw&/i[z{ﬂ’

,\5741;\9‘ : 7& ) = (?Hq)()(—rfl—n)
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0 2. -1
4 ¢
: ‘ .n. ] . 1

1 ... 20
1) Montrer que M est diagonalisable.

Soit M = € M,(R) oun > 2.

2) Déterminer le polynéme minimal de M.
3) Calculer MP pour tout p € N.

SM /Dé"]\f; M? ol
(Do TR = lxe) (etn)

} & G n o 3 . _
@47»/&: /« cfl\%mw wncliditune ol{ er /’y/ [)Q) Y
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Ruuflegrs dun KT 0. QU0 +(rpX) | X por (- oo a2

A Aung ¢a754{,,w { AR = IA)F
ol+(m,i)/3 = (V\_fL)
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Exercice 10
Soit M € M,,(C) telle que M? + tM =1,

1. Montrer que

1¢S,(M) < M est inversible
2. Montrer que M est digonalisable.

®

L ¢S @5 (M-TI,) amere

. ) T8 l/ A swieta e C:’){A e
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e — M2 awesie
& M s ¥
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Exercice 11
Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et soit u € L(F) qui n’est
pas une homothétie.

Supposons l'existence de deux réels distincts a et b tels que :

(u—alg)(u—>blg) =0

Posons p = ;- (u — alg) et ¢ = 5 (u — blg).

b—a
1) Calculer p +q, pq, qp, p* et ¢*

2) En déduire que FE = ker(p) @ ker(q).
3) Justifier autrement pourquoi on a E = ker(p) @ ker(q).
4) Déterminer les éléments propres de u, puis justifier que u est diagonali-

sable.

. o) . (fuul$
) p+q=Tg 3 PI=PP=20 F’\‘f’ 1=1 HM o \)r 1
S e J t " N "
2) Nb 3\' v*maw?,(( Nf“'kf?m-( ,Ju\\c J K\ f( Hhm 0‘“0*“0'1‘" o
Jdes neyawe (“:‘f 7(‘
Tew , gwa L Ded e

2) C(#PJ%J ik 3 A 3¢ cs\cfw;:& Ao naHp,
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Exercice 12
Soit n € N* et soient A, B € M, (R).
Considérons 'application ¢ définie de M,,(R) vers lui-méme par :

VM € My(R), ¢(M) =AM — MB

« et [ sont deux valeurs propres respectives de A et B.
1) Vérifier que ¢ € L(M,(R)).

2) Justifier 'existence de deux matrices colonnes non nulles C et D telles
AC =oaC et *tBD = 8D

3) Calculer ¢(C tD) en fonction de C, D, « et 3.
4) En déduire que (o — ) est valeur propre de ¢.

c

T v 5
QC#C’:-’?%& /C&'J‘:o \i don Qc:eﬁ)m‘-f'-o

0 40 = 30 /) D
= [C0+° |g

C?‘:W G xnad, i2>

Pr. ELAMIRI www.iamateacher.org



Exercice 13
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.

Soient f et g deux endomorphismes diagonalisables de F.

Montrer que si f et ¢ commutent alors ils sont simultanément diagona-

lisables.
( c-a-d qu’il existe une base diagonalisant f et g. )

CORRECTION
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