EPREUVE DES PETITES MINES, 1996, COMMUN - CORRIGE

Probleme | 3. Montrons par récurrence sur n que :
1
1. On suppose que le produit (p,) converge. Montrons que (u,) converge vers 1. On a : VYn € N* p,sin — @ _ - sina
ppose q p p g q g p on ~ on
Vn>2 u, = Dn En effet, en posant :
Pn—1 Hy @ « ppsing = 5+ sina »
Or, par convergence du produit (py), on en déduit qu'il existe [ # 0 tel que p,, P l. ~ 'Hy est vraie. En effet :
n—-+0o0
a a a 1
Donc u, = pp/Dn— 1$>1 plsinizcos§sin—:—sina
Si le produit (p,) converge, alors u, ——— 1. — H, = Hn41. En effet, soit n > 1. On suppose que H,, est vraie. Montrons que H,, 41
notee est vraie.
2. Puisque 1+ 1/p= (p+1) /p, on en déduit que : R R ﬁ a
sin —— = sin —— cos —
2 3 4 n+l P e et 2
pn - I . 5 . g DY n H
= cos o
Ce qui montre immédiatement que p,, = (n + 1). Montrons rigoureusement ce résultat 2"“ 2”“
par récurrence sur n. n
1. a a
Hp:«pp=n+1» - §s1n2—nl_[100sﬁ
p=
— 'H1 est vraie. En effet p; = 2. 1 a
— Hy = Hp+1. En effet, soit n > 1. On suppose que H,, est vraie. Montrons que H,, 11 = 5Pn sin on
est vraie. On a : 1

= oo sina par hypothese de récurrence

1 s 1
1+ = _
NUEH g

Donc H, 41 est vraie.

n+1 1
Pnt1 = H (1+—> = (1+
p=1 p

n+2
= (n+l)=n+2=(n+1)+1

n+1 Par récurrence, on en déduit que H,, est vraie pour tout n € N*, donc :
i a 1
Donc H, 41 est vraie. Vn e N* p,sin o - sina
Par récurrence sur n on en déduit que H,, est vraie pour tout n € N*. Donc : 2 2
Puisque a n’est pas un multiple de 7, on en déduit que a/2™ n’en est pas un non plus.
VneN" p,=n+1 On en déduit done que sin (a/2™) # 0. Donc :
Comme n + 1 I +00, on en déduit que le produit (p,) diverge. Wn>1 p, = 2nsiT1aa
sin 5



1.

Or, puisque a/2" —— Oetsinz/x — b 1,ona:

— 400 r—
n . Q sin o
2"%sin — =a—3— ——a
n an n—+o00
En conclusion :
sina

(a) Puisque u, —— 1 et que 1 > 1
n—-+4oo

Pn —/—
n—-+4oo a

, on en déduit qu’il existe ng € N tel que :

DN | =

Yn >ng u, =

En particulier :

Vn > ng

Supposons que la suite (S,) soit convergente et montrons que le produit (py)
converge. On a :

Uy >0

’n,()l

Yn>ng pn= Hup Hup

p=no
=A

Remarquons que A # 0 puisque, par définition, la suite (u,) ne s’annule jamais.
Or:

n
H u, = eln H;:no Up

pb=no

Vn = ng

o 8222"0 In up
eSn

Par continuité de ’exponentielle et convergence de la suite (S,,), on en déduit que
la suite (p,) est convergente et que sa limite est non nulle (c’est le produit de A
et de l'exponentielle de la limite de (.Sy,)).

Réciproquement, supposons que le produit (p,) soit convergent. Soit I € R* sa
limite. Montrons que la suite (.S),) est convergente.

’n,()l

H%Hup

p=no
;\,_/
=A#0

vn/ o

Donc : .
Pn
Vn = ng H Up = 1
p=no
Donc, en composant par In, il vient :
p
Yn>ng Sp,=1In X
Puisque [ # 0, par continuité de In en [/A > 0, on en déduit que S, P—— In %.
n—-—+oo

En conclusion, (S,,) converge si et seulement si le produit (p,,) est
convengent. De plus, dans ce cas :

nofl
lim = H u, | imn—too Sn
n~>+oopn p

p=1

Soit ¢ la fonction définie sur R par :

Inx

Ve>0 ¢(z)=

D’apres les théoremes usuels, ¢ est dérivable sur R% et :

1—Inx

Ve >0 ¢ (z)= 5

€T

Donc :

Ve>0 ¢ (2)<0 <= 1-Inz<0

<— lnz>1
<~ x=e

On en déduit que ¢ est décroissante sur [e, +00].
Soit p > 3. Comme e < 3, ¢ est décroissante sur [p, p + 1]. On en déduit donc que :

Inz In
Vz € [p,p+1] <=L
Donc, par intégration :

Lan| an| 1
/ ﬂdng mp . _np
p €z p p p

En conclusion :




(b) D’apres la question précédente :

In2 -1
Vn>3 S, = D_+Zﬂ
2 P
p=3
In2 P ng
z —— / —dz
2 ;} P x
In2 /nJrllnzzr
> — + —dzx
2 3 T
In?2 1 n+1
> n——l— —In?z
2 2 3
In2 1

1
7—§ln23+§1n2(n+1)m+oo

On en déduit donc, que la suite (S,,) diverge. Comme les hypotheses de la question

1 sont donc réunies (¢/p = exp ((Inp) /p) — 1), on en déduit que le produit
pP—T 00

(pn) diverge.

‘La suite (Sy,) et le produit (p,) sont divergents. ‘

(a) Soit ¢ la fonction définie sur R par :
Ve>20 ¢(z)=z—In(1+2)

D’apres les théoremes usuels, ¢ est dérivable sur Ry et :

En particulier, pour tout « > 0, ¢’ () > 0 et ¢’ (z) ne s’annule qu’en 0, donc ¢
est strictement croissante sur R . Puisque ¢ (0) = 0, on en déduit :

Ve>0 ¢(z)>0

Autrement dit :

Ve>0 In(l4+z)<z

(b) Soit » > 1. Alors :
;H—l - S;z =Upt1 20

Donc :

‘La suite (S7,) est croissante.

2.

3.

(c) On suppose que la suite (S),) converge. Montrons qu’il en est de méme du pro-
duit (p,). La suite (p,) est une suite de termes strictement positifs telle que
Prnt1/Pn = 1+ vpp1 = 1 pour tout n € N*. On en déduit que cette suite est
croissante. Montrons qu’elle est majorée. Puisque (S},) est croissante, elle est ma-
jorée. Il existe donc M € R tel que S/, < M pour tout n € N. En utilisant la
question 1.a, il vient :

n

VYneN* Inp, = Zln(l—l—vp) < va <M
p=1 p=1
Donc :
VneN* p, <eM

On en déduit que (p,) est croissante majorée, donc converge. De plus puisque
pn, = 1 pour tout n € N*, cette limite est non nulle.

‘ Si la suite (S7,) converge, alors le produit (p,,) converge. ‘

La suite (S))) est croissante, donc soit elle est majorée soit elle diverge vers +o00. Sup-
posons qu’elle soit majorée. Alors elle est convergente. D’apres la question précédente,

on en déduit que le produit
- 1
11 (1 + —)
p

p=1
est convergent, ce qui est absurde d’apres la question 2 de la premiere partie. En conclu-
sion :

1
La suite Z — diverge.
p

p=1

(a) On suppose a > 1. Alors

Vp=1 1+a* >2

donc la suite (1 + a2p) ne converge pas vers 1. D’apres la question 1 de la premiere
partie, on en déduit que :

‘Lorsque a > 1, le produit (p,,) est divergent.

(b) i. Puisque a € ]0,1], on en déduit que a® —— 0, donc que 1+ a?" — 1.
n—-+oo p——+00
Nous sommes donc dans le cas de la question 1 et il suffit de montrer que la

suite Zzzl a?’ est convergente. Or cette suite est croissante. Comme de plus
2P > p, donc a?” < aP, on en déduit que :
1—qnt? 1

a? < <

Vp > 1 <
D

p=1 p

n n
— 1—a

Cette suite est donc convergente en tant que suite croissante majorée. En
conclusion



Lorsque a € 10, 1[, le produit (p,) converge. ‘

ii. Montrons par récurrence sur n que :

2n+1

Vn>1 (1—@2)pn:1—a
On pose donc :

Hp:« (1—a®)pp=1— a2y
— Hq est vraie. En effet :

(1—a2)p1=(1—a2) (1—}—(12):1—(1421—6121+1

- Hn, = Hpy1- Soit n > 1. On suppose que H,, est vraie et on souhaite

montrer que H, 41 est vraie. En effet :

(1 - a2) Pnt1 = (1 - a2) Dn (1 + QQnH)
= (1 — aznﬂ) (1 + aQHH) (d’apres H,)
1_ ag(n+1)+1

Donc H,, 41 est vraie.

Par récurrence sur n on en déduit que H,, est vraie pour tout n € N*. Donc :

Vn € N* (1 —az)pn =1-a>""

1

En particulier p, ——— 1=.

n—-+4oo




