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EPREUVE DES PETITES MINES, COMMUNE, 1995 - CORRIGE

Probléeme 1

Partie |

. On cherche le développement limité (si il existe) de 1/t — 1/sint en 0 &

I'ordre 4. Calculons tout d’abord l'ordre k auquel il est nécessaire d’effectuer
le développement limité de sint :

11,1
tDLp_1 ¢ DLy
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(1= DLj—1) = - DLi—1 = DAy
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Donc k£ — 2 = 4. 1l est donc nécessaire d’effetcuer un développement limité de
sint & 'ordre 6.

: _ 13 15 6

sint =1 — o517 + ot + 0 (t°)
Donc :
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sint ¢
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1§62+ m35tt + o (19)

Par division selon les puissances croissantes :

11 1, T, .
sint 1 (H 6" T30l ti% U ))

1 1 7 4 .
oLy ¢
sint 6 360 +,9,(t)

Donc :
1

7

t)=—=t— —1¢ tt

P (1) = —5t = 55t +,2, ()
40

Comme ¢ (0) =0, on en déduit :

17
t) = ——t — —¢3 t*
P (1) = —5t = 55t +,2, ()

Par troncature, ¢ admet un développement limité en 0 & 'ordre 0 donc est
continue en 0. De méme ¢ admet un développement limité en 0 a l'ordre 1
donc ¢ est dérivable en O et :

¢ 0=

apres les théoremes usuels, ¢ est de classe C* sur |—7/2, 7 . D’apres la
b) D’apres les théore 1 de cl ct 2,m/2]\ {0}. D’apres 1

question précédente, ¢ est continue et dérivable en 0. Il reste & montrer que ¢’ est
continue en 0. Or :

T 1 cost

we [T\ ¢=—he

22l 0 PO =5+
On cherche la limite de cette expression lorsque ¢ tend vers 0. Il est donc nécessaire
d’en effectuer un développement limité a ’ordre 0. Un raisonnement similaire a
celui de la question précédente nous montrer qu’il faut effectuer un développement
limité de sin®t & Pordre 4 :
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5t ®)
1 2
sin’t = 12 (1 -5t +,9, (t2)>
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t? (1 - §t2 +,0 (t2)>

Donc, par division selon les puissances croissantes :
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sin ¢ 1—3t +t2>0(t)
1 1, 9
1 cost 1
oy 1
t? +Sin2t 6+t£}>0()
Donc : 1
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Donc ¢’ est continue en 0.
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¢ est de classe C' sur [—




(c) On remarque que : 3. (a) Soit n € N* et t € ]0,7[. Alors :

n
E ez2kt _

e [-5.5]\ 0} v =1-t0() =

n
E z2t

n
— 12t E z2t

=1

— 12t E 12t

De plus cette égalité est vraie en 0, donc :

,_.

Vt e [—g g} b(t)=1—tp(t)

k=0
1— 12nt
— 2t car ei?t £ 1
D’apres la question précédente et les théoremes usuels, on en déduit que ¥ est de 1—ei2t
classe C! sur [—7/2,7/2] et : oy € (eﬂ'nt — eint)

eit (e~ — eit)

vie -2 2] W =—et) -t @) _ it (Z20)sin (nf)

(—2i)sint
_i(ng1yeSin (nt)
En particulier, pour t =0, on a : = /vty Sint
Donc :
"(0)=0 " o
VO 142 cos(2kt) = 1+2Re<2612kt>
k=1 k=1
2. Soit g une fonction de classe C! sur [a,b]. Alors, pour tout A > 0 : sin (nt)
= 1+4+2cos((n+1)t) ———
sint
, , integre _ sint+2cos((n+ 1)t)sin (nt)
/ g (t)sin(\t) dt| = / g (t) sin (M) dt| car g est de classe C* - sint
a a ~~~ sint+sin (2n+ 1)t — sint
dérive = .
sint
_ (-1) PPN C )  sin((2n+ 1)t)
= [g (t) S oS (At) . - /a g (t) S s (At) dt = p—
En conclusion :
g @ +lg(a)l 1 [,
R N A ([ Ry in ((2n + 1)t
A A a A—+4o00 Vn € N* Vte ]O,W[ Sn (t) — Sln((sn——;))
in

En conclusion :

(b) On a:

Sn(0)=1+2> 1=1+2n et Sy(m)=1+2> 1=1+2n

Si g est de classe C! sur [a, b] : =1 =1
b En conclusion :
t)si t) dt ——
/ag()sm(/\) A—+00 0 VneN* S,(0)=5,(r)=1+2n




1.

(c) On a:

I - /23111 2n—|—1))dt
0

Sin 1’:
0

/ 1—|—2Zcos 2k:t)] dt
0

g Z/ cos (2kt)
T - n (2kt)
- Jeay [y
k=1 2.
T
2
En conclusion :
T
Y N* J,=—
n e D)
Partie |l

(a) D’apres la question 1.b de la partie I, ¢ est de classe C! sur [0, 7/2]. Donc, d’apres
la question 2 de la partie I :

n—-+0o0o

/(f(p( Ysin ((2n+1)4) dt ——— 0

(b) Puisque :

sin ((2n+1)t)
2n+1)t

sin ((2n+1)t)

=(2n+1) 2n+1

—0

Iintégrale :

I :/2 sm((2rz+ 1)t) gt
0

a bien un sens.

I - /2 sin ((2n+1)¢) gt
0

De plus :

t

= /o% (1 - L) sin ((2n + 1) ¢) dt—i—/f —sin((2?7,+1)t)

t sint sint

n—oo 2

= /fcp( )sin ((2n + 1) )dt—|—2 T
0

%0
n—+oo

En conclusion :

n

n—-+4oo 2

(a) i. Puisque:
sint
1
t t—0
On en déduit que :
‘ f se prolonge par continuité en 0 en posant f (0) = 1. ‘
ii. Soit n € N. Alors :
L = / sin ((2n+1)1)
0 t
(2n+1)3 sinu 1
= 2 1 d =(2 1)t
[ e ) us 2o
- F ((2n +1) 5)
En conclusion :
¥neN F((2n+1)g) ~ 1,
(b) Soit & > 7/2. Alors :
1/2
——-z—-1)20
2 (wx )
On pose :

Alors :

dt



Donc :

2
n<—or—1<2n+2
T
2
2n+1< —r<2n+3
s

(2n +1) <(2n+3)g

w|=u

F(z) ——
r——+00 2

3. (a) Soient x et y réels tels que 0 < x < y. Alors :

Pour tout x >

(2n+1)%§x<(2n+3)g

/2, il existe n € N tel que :

smt '

(c) Soit & > 3m/2. Alors :

r t
/ sin a
a(z) t

En conclusion :

(d) Montrons que F' (z) tend vers 7/2 lorsque x tend vers +oc.

En conlusion :
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/I dt
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En conclusion :

Si x et y sont des réels tels que 0 < z < gy :

t 2
/ sin dt’ 2
x

(b) Soit > 0. Alors, pour tout y > x :

i
() — 3 F (1) )| = Ysint dt‘ g
T
- 50
r——+00
En faisant tendre y vers +00, on obtient :
2
Ve>0 |l—F(z)] <=
T




Partie 111 donc

"1 T 2y g t m? o
1. (a) Soit n € N*. Alors : 2;ﬁ_ , (ot + Bt%) S, B dt_g_g
/ (at + Bt?) cos (nt) dt donc
’ integre 2 N* 2 S 1 T 2 S l dt = 7T2
s 2/_/‘\ n e Zﬁ_o (at—l—ﬁt) n 5 t_?
= (at + Bt?) cos (nt) dt k=1
’ dérive (c) On vérifie que :
integre t
1 .17 iy vt €10, 7] h(t)_w<—>2(oz+ﬁt)
= = [(at + %) sin (nt)] ; — —/ (a + 20t) sin (nt) dt 2
n nJo “S———
dérive Puisque 1 se prolonge par continuité en une fonction de classe C* sur [0, 7], il en
1 1 (7 t de mé h. E lusion :
= ——[(a+28t)(—1)cos (nt)]y + — / 23 cos (nt) dt o5t e meme potr 1 conesion
ln " Jo h se prolonge en une fonction de classe C! sur [0, 7). ‘
- o2 (=1)" (a+26m) — o) 2. (a) D’apres la question 1.b :
Donc a et 8 sont solution du probleme lorsque : 2 1 [Tat+ Gt . 1
Uy = — + = ————sin|{(n+=|¢t) dt
6 2 sin (1)
a+2r6=0 a= -1 0 2
— _ 1 2 T
{—a =1 {5— o = 7T_+1/ heysin( (n+2)e) ae
6 2/ 2
En conclusion :
%0
a=-let g = % sont solution du probleme posé. e
(b) Soit n € N*. Alors, pour tout k € [1,7] : car h est de classe C! sur [0, 7]. En conclusion :
T 1 7T2
/0 (at + Bt*) cos (kt) dt = = Un e 6
q (b) Soit n € N*. Alors :
onc
- n n 1 2n+1
/ (at + Bt?) <Z cos (kt)) dt = Z e u _ ~ 1
0 k=1 k=1 2 k2
k=1
donc 2n41 2n+1

. n i n 1 _ —
/O (at + Bt2) <1 +2) cos (kt)) dt = /0 (at+p82) at+2" = roly Kl
k=1

k=1

1 1
= +
donc , , " Z(%f Z(2k+1)2
g t T T
2 — = e e —_
/O (at+ﬁt)sn<2>dt a2+63+2k§:1k2 B




Donc :
1 w23
Up = Uy — —Upy ———— — —
YT et 6 4

En conclusion :

Vyp ———— —
n—-+4oo 8
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