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CCP 2011. Option MP. Mathématiques 1.I

Corrigé pour serveur UPS par JL. Lamard (jean-louis.lamard@prepas.org)

Exercice 1
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|z] < 1 et diverge (grossierement) pour |z| > 1. Ainsi R=1. O

xn
t
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Notons u,(x) = T Il vient que ‘ |z| de sorte que > u,(x) converge (absolument) pour

n " s
un(x) = - et les deux séries entieres > e
n—1 n+1 n—1
—+00 In “+o0
maniere que ci-dessus, de sorte que S(z) = -y
n=2 1 — 1 n=2 M+

ont également pour rayon 1 de la méme

] pour |z| < 1 car la linéarisation est alors bien

1icite.Or+f:O . :x%oﬁ:—xln(l—x)pour|:1:|<let%O 2 :l-‘ioﬁ:l(—ln(l—x)—x—gﬁ)
n=2n—1 n=1 N n=2n+1 x,Z3n T 2

1—a?

pour |z| < 1 et x # 0. AinsiS(x):l—l—%—l— In(1 —z) pour |z <letx#0et S(0)=0 0O

. . . 1—2? o L.
Remarque : on vérifie que I'on a bien lim (1 + % + I In(1— gc)) = 0 ce qui était prévisible car S est de classe
xr—
C® sur | — 1,1[ donc en particulier continue en 0.

DirectementS(l—h)zl—l—ﬂ 2_h><hlnh—>§ O
2 1-h h—ot 2

Remarque : en fait la série Y u,(z) converge clairement normalement sur [—1, 1] donc est continue sur [—1, 1] par

+o0 2
théoreme de récupération uniforme de la continuité. Ainsi hlim+ S(I—=h)=5801)= > — 1= g comme on peut
—0 n=2N" —
facilement le voir par télescopage sur une somme partielle.
Exercice 2
y . . , 3 1 . oo .
Sur ]0, +00[ ’équation se normalise en y' — oY= F donc ses solutions sont de classe C* sur |0, +o00[ (puisque
x x

1 . . r3dt
T — 3 et x — le sont) et forment une droite affine dirigée par exemple par x — exp ( / —) = 23/?
2x 2\/x 1 2t

La méthode de la variation de la constante montre que x — A(z)x3/2 est solution si et seulement si
NZS

N(z)x3/? = 1 soit si et seulement si N(z) = % On peut choisir A(z) = Lo qui montre que r — —
2\/x 2x 2x 2

3/2_\/5

est solution particuliere. Ainsi la solution générale de (E) sur |0, 4+o00[ est  — ax 5 aveca € R. O

3/2 _

off

Si y est solution sur [0, +o0[ elle est a fortiori solution sur |0, +o0o[ donc il existe & € R tel que y(z) = ax
pour z > 0. En outre y est nécessairement continue en 0 ce qui exige y(0) = 0 et dérivable & droite en 0.

Mais y(@) ~y(©0) = /T 400 pour tout réel a.
x

_—
2\/5 z—0t

L’équation (F) n’admet donc aucune solution sur [0, +oo. O

Probléme : Autour de la transformation de Laplace

Question préliminaire

. Si f est positive alors les deux propositions sont équivalentes mais pour une fonction de signe non asymptotiquement

fixe au voisinage de +o0o on a seulement (i) implique (i¢) (la réciproque étant fausse comme le prouve le classique
sinx
). O

exemple de la fonction z —
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Exemples et propriétés

2.

(a) Si f et g appartiennent & E et si A est un réel quelconque alors f + Ag appartient encore a E.
En effet elle est bien continue sur R et pour tout z > 0 et tout ¢ > 0, |f(t) + Ag(t)|e " < ¢(t) avec
o) = |f()|le=" + || x |g(t)|e”*" bien intégrable.
Ainsi F est un sous-espace vectoriel de F(RT,R) O

(b) Si f € F alors f est continue sur R* et f(t)e”*" = O(e~*") au voisinage de ¢t = +oo et donc ¢t — f(t)e™*
est intégrable sur R™ pour tout > 0. Ainsi F' est bien inclus dans E. Par ailleurs F' est clairement stable par
combinaison linéaire. Donc F' est bien un sous-espace vectoriel de E. O

(c) On note déja que L est bien définie sur E (par définition méme de E) et sa linéarité est immédiate par linéarité
de l'intégration des fonctions intégrables. [J

3
+o0 1

(a) Notons qued € F C E et E(Z/{)(:C):/ e dt== V>0 O
0 X

—+o0
(b) Plus généralement pour tout A >0 ona hy € F C E et L(hy)(z) = / e @+t qp = Y Ve>0 O
0 €T
the —xt
4. Soit n fixé quelconque dans N et x > 0 fixé. Il vient p(t) = =7 R —— 0 par croissances comparées.
— 1+ 00

11 en résulte en particulier 'existence de A > 0 tel que p(t) <1 pourt > A. O
Alors gy, est bien continue sur R* et g, (t)e=** = O(| f(t)|e~(/2)**) est bien intégrable sur R* puisque | f(t)|e~(#/2) ¢

lest car f € F et % > 0.

Ainsi si f € E alors, pour tout entier n, t — t"f(t) € E. O
5. Transformée de Laplace d’une dérivée

Soit f € E de classe C!, croissante et bornée. Comme f est de classe C' une intégration par parties fournit
A

/ (e =t dt = f(A)e= 4" — £(0) —l—x/ f(t)e "tdt.

0 0

A
Or f(A)e=4 T 0 car f est bornée et / f(t)e "tdt —— L(f)(x) puisque f € E.
— 400 0 —T 00

Ainsi /+OO f'(t)e " dt converge et vaut zL(f)(z) — f(0).

0
Comme f” est continue et positive (puisque f est croissante) on en déduit (question préliminaire) que t — f/(t)e**

est intégrable i.e. que f € E et que L(f')(x) = zL(f)(x) — f(0) Vx>0 O
6. Régularité d’une transformée de Laplace
(a) Soit f € E soit p(x,t) = f(t)e *'. Alors :
(i) Pour tout z > 0, t — ¢(z,t) est continue (donc continue par morceaux) et intégrable sur Rt

(i1) g—(p(x,t) = —tf(t)e " = g1 (t) existe bien sur |0, +oo[?
T

(#9t7) Pour tout > 0, t — a—(p(x,t) est continue (donc continue par morceaux) et intégrable sur RT d’apres la
x

question 4

(iv) Pour tout t € RY, z —— ?(z, t) est continue sur |0, 4o00[
x

(v) Pour tout @ > 0 on a pour (z,t) € [a, +oo[xR™T : ?(m, t)| < t|f(t)|e”* qui est bien intégrable sur RT toujours
x

par la question 4 (hypotheése de domination locale en z).

Il en découle par le théoréme de Leibnitz que £(f) est de classe C! sur |0, +oo[ et que L(f) = —L(¢g1) O

(b) Comme g; € E on peut lui appliquer le résultat précédent ce qui prouve que f est de classe C? et que
(f)" = (—=1)2L(g2). L’itération est claire et prouve que :
Si f € E alors L£(f) est de classe C* sur 0, +oo[ et L(f)™ = (=1)"L(g,) O

Comportement asymptotique de la transformée de Laplace

7. Théoréme de la valeur initiale. Soit f € F et Noo(f) = Sup |f(t)].
teR+

(a) Pour z > 0 il vient immédiatement |£(f)(z)| < Neolf) donc lim L(f)(x)=0 O
x

Tr——+00
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(b) Si on suppose de plus que f est de classe C', croissante et bornée alors f’ € F d’aprés la question 5.
Donc par application du résultat précédent a f’ et d’apres la question 5 & nouveau : lirf zL(f)(x) = f(0) O
T—T00

8. Théoréme de la valeur finale

(a) Comme , ligl f(t) = ¢ € R il existe en particulier A > 0 tel que |f(¢)] < [¢| + 1 pour ¢t > A. Par ailleurs f est

bornée car continue sur le compact [0, A]. 1 en découle que f est bornée sur R™ donc que f € F. [

+oo +oo
(b) 1l vient a, L(f)(an) = an/ ft)e tdt = / f(i)e_“du par le changement de variable ¢t — u = a,t
0 0 Gnp,

qui est bien un C!-difféomorphisme de ]0, +oo[ sur lui-méme puisque a,, > 0. O

(¢) La suite (hy) converge simplement sur ]0, +oo| vers la fonction h définie par h(x) = fe~* qui est continue (donc
continue par morceaux) sur |0, +0o] et est dominée par © —— Noo(f)e™* bien intégrable sur ]0, +o0].

+oo —+oo
Le théoreme de la convergence dominée prouve que lir_irrl / hp(z)da = / hz)dz =¢

I1 résulte alors de la question(b) que hrf anL(f)(an) =4 O

(d) Le théoreme de caractérisation séquentielle de la limite montre ainsi que lin%) xL(f)(z) = L.
r—

En particulier si ¢ # 0 alors L(f)(x) ~ £ au voisinage de 07 O
x

9. On suppose dans cette question f intégrable sur RT.
x —+oo

(a) R(z) =C — / f(t)dt avec C = / f(t)dt donc, en tant que fonction intégrale de sa borne supérieure d’une
1 1

fonction continue, R est de classe C! sur R et R/(z) = —f(z) O

Notons qu’on ne peut appliquer directement la question 5 & la fonction R (ou —R) qui n’a aucune raison d’étre
croissante. Mais comme R est C! on peut bien intégrer par parties ce qui fournit :

4 —wt 34 _ _]TA A o .
/Of(t)e dt_[—R(t)e } —x/o R(t)e **dt (1) Or:

A
- AHIE / f(t)e ™ dt existe et vaut L(f)(z) puisque f € E.

t=0

x

- AliIJrrl R(A)e™®4 =0 car R(A) " 0 puisque f est intégrable et Alim e~ %4 = () également.

— 400 ——+00

- R admettant une limite (en 'occurence 0) en +oo est bornée sur Rt (question 8.a) donc appartient & F C E
Un passage & la limite dans (1) est ainsi licite et fournit £(f)(z) = R(0) — 2L(R)(z) O

(b) On a évidemment , 1121 R(t) = 0 d’oti, pour € > 0 fixé positif quelconque, il existe bien A > 0 tel que |R(¢)| < ¢

+oo +oo c

pour ¢t > A. Il vient alors ‘ / R(t)e_“dt’ < / ce Ptdt = =
A A X

Par ailleurs

A A A
/()R(t)e“dt}g/o |R(t)|e””tdt§/0 \R(t)| dt

Il découle alors de la question précédente que :

A
Ve>0 JA>0 taq \L(f)(x)—R(0)|§x/ R@)|dt+e Va>0 O
0

A A
(c) Comme lir%:zz/ |R(t)|dt =0, il existe o > tel que()gx/ |R(t)|dt < e pour 0 < z < «
=0 Jo 0

Il résulte alors de la question précédente que :
Ve>0 Ja>0 t.qg. |L(f)(z)— R(0)| <2 Vz€]o,q

+oo
En d’autres termes L£(f) se prolonge par continuité en 0 en posant £(f)(0) = R(0) = / f)ydt O
0
Remarque : Uintégrabilité de f dans cette question 9 n’a en fait été utilisé que pour prouver Alim R(A) =0. La
— 400
conclusion est donc valable sous la simple hypothése que l'intégrale de f est “improprement” convergente. Remarque

d’ailleurs utilisée par 'énoncé a la fin du probléme. Notons qu’avec Uhypothése f intégrable, la conclusion s’obtient
immédiatement par application du théoréme de la convergence dominée.
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Application : calcul de I’intégrale de Dirichlet

10. Commengons par remarquer que f est continue donc localement intégrable sur [0, +oo[ et quainsi F' est bien
définie sur [0, +oo|

¥ cost
(a) F(x) = F(g) _ s / = dt par une intégration par parties. Or t — %it est intégrable sur [g, +oo]
€ /2
o 1 . o T +° cost
(car dominée par t — t_2) ce qui prouve que F' admet en +00 une limite £ = F(§) — - dt 0O
/2
(n+1)7w 1 (n+1)7 1 T )
(b) unz/ FO)|dt > 7/ Isintdt = 7/ sintdt—= — >
nm (n + 1)77 nw (n + 1)71' 0 (n + 1)7‘(
11 en découle que Y u, diverge.
x
Or si f était intégrable, G(x) = |f(t)| dt admettrait une limite réelle ' en 400 et en particulier on aurait (par
0
n
caractérisation séquentielle de la limite) liIJIrl G((n+1m) = up, = ¢’ ce qui n’est pas car Y uy diverge. O

X X
. 1 »
. —xt . (—z+i)t _ (—z+i)X _
(c)/O (sint)e dt—Im(/O e df) _Im(—x—i—i(e 1))

- 1;1_2 Im ((x—l—i)(e*zX(COSX +isin X)) — 1)
T

= 14—_1 . (e—wX(CosX +xsinX) — 1) O
€T

—xt

est bien siir intégrable sur RT car continue et dominée par t — e~ % avec x > 0. [0

1
1+ 22

La fonction ¢ — (sint)e
+oo
Par passage a la limite (licite de ce fait) ci-dessus on obtient / (sint)e *tdt =
0

(d) Commengons par remarquer que f est bien continue sur R et en outre classiquement bornée par 1. Ainsi elle
appartient a F' et donc a fortiori & F et il est bien licite d’envisager L(f).
Par ailleurs par la question 6.(a) il vient que £(f) est de classe C! sur ]0, +oo| et que L(f) = —L(g1).
Or ici g1(t) = (sint)e™** de sorte que , par la question précédente, L(f) (z) = 1;—2
x
11 en résulte que L(f)(x) = —arctanz + C pour z > 0
D’apres la question 7.(a) bien applicable puisque f € F ona lim L(f)(x) =0 donc C = g et ainsi :

r——+00

L(f)(x) = g —arctanz. O

D’apres la remarque finale a la question 9, on peut appliquer le résultat de cette question 9 & la fonction f de sorte

Foo ;
t
que / At = lim (ﬁ —arctanx) -In
0 t z—0 "2 2

FIN
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