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Premiere partie : Expression d’un déterminant

1. (@ i (i ?)(,{Z ?)Z(i tuii)\),doncBw:vettuw—i—)\:b,onobtient

w=B"lvetA=b—-tuB v

ii. le développement suivant la derniére colonne donne i (1) ‘ = (-1)"*"|B| = |B|

iii. B~ = %'

.| B v| | B 0 Ly w\|_ | B 0| Ln w|_\in _( t p1 o
w | o=l (8 D) () S v == et -

b|B| =t uB~'v|B| = b|B| -t u(|B|B~)v = b|B| -t u! Bv

(b) i. Notons Ao, ..., A, les valeurs propres deux a deux distincts de B avec Ay = 0 (B n’est pas
inversible) et ¢ = min(|\1], ..., |A\+|) , si z €]0,¢[ alors Vi € {0,...,r} x # A; donc z n’est
pas une valeurs propre de B et la matrice B, est inversible.

ii. e L’'application A — A est un endomorphisme de M,,(K) (espace vectoriel de dimension
finie) , donc continue.

n
e A — detA = Z (o) H Ao (k),k , cOmme somme et produit des applications conti-
oESy k=1

nues, donc continue.
iii. Soient ¢ comme & la question 1.2.1 , et z €]0,¢[ , la matrice B, est inversible ,donc
B, v
TR
égalité et par un passage a la limite quant x tend vers 0, on obtient

= b|B,| ! u!B,v , par continuité des applications qui interviennes dans cette

B v

_ _t, tn
ty b =b|B| —"u'Bv

Deuxiéme partie : Réunion de sous-espaces vectoriels

2. (a) Onsuppose que E = F U F;, avec Iy # E et montrons que E = 5
Soity € E\ Fy #0,s0itx € F} ,onaz+ye BE=FUF,,doncz+yec FLoux+ye€ F,,de
plusz+y € Fy,carsiz +y € Fyalorsy = (v + y) + (—z) € F ce quin’est pas le cas , donc
r=(x+y)+(—y) € Fy,alors F; C Fbd'ou E = F,

(b) i.ze€eFUF,.etx¢F,doncz e F,
S’il existe A € K tel que y + Az € F, alors y = (y + Az) + (—Az) € F, contradiction.Donc
pour tout A € K,y + Az ¢ F,

ii. Soient By, ..., Br41, n+ 1 scalaires deux a deux distincts,,ona Vi € {1,...,r+1},y+ Bz €
Fy U ...UF, ,puisque les éléments = + (1, ...,z + By sont deux a deux distincts , alors
(Principe du berger ) I'une des parties I, ..., F;. contient au moins deux éléments, d’ot1 le
résultat.

iii. y+ax € Fyety+fx € Fy,donc (a—f)z = (y+ax)— (y+ Bz) € Fy, et puisque a — 5 # 0
,alors x € F,, C F contradiction.
La conclusion: F = Fou EE = F,

(c) Par recurrence sur r
Le résultat est déja démontrer pour r = 2, supposons maintenant que le résultat est vrai pour
r — 1 sous-espaces vectoriels r — 1 > 2 et montrons le pour r sous-espaces vectoriels
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S5i E = Fy U ...U F, alors d’apres la conclusion de la question précédente £ = F,. ou E =
FLU..UF_,

SiE=F.,i=r

Si E = Fy U...U F,_; alors par hypothese de récurrence , il existe i € {1,...,7 — 1} tel que
E=F,

Dans les deux cas il existe i € {1, ...,7} tel que E = F;

Troisiéme partie :A propos du polyndme minimal d’une matrice

3. (a) Le polynome caractéristique de A est un polyndéme annulateur de A de degré n , donc le
polyndme minimal de A est de degré <n
(b)

e On suppose que degmy =n

n—1 n—1
Soient Ao, ..., A\n—1 € Klets que Z M\ A" = 0 et on pose P = Z A\ X" qui est un polyndme
i=0 i=0
de degré < n — 1, de sorte que P(A) = 0, puisque deg P < degm4 alors P = 0, donc
Vie{l,..,n—1}, X =0, ainsi la famille en question est libre
e Réciproquement, supposons quedegm4 = m < netposons T4 = X" 4 X1 X™ T4 ),
onanmg(A) =0,donc A™ = —\,, A"t — .. — NI, , la famille (I, ..., A™) est alors liée ,
qui est une sous-famille de la famille (1,,, ..., A"~!) , donc cette derniere est aussi liée.

() i eSiP,Q¢€ I, ,alors (P+Q)(A)w = (P(A) + Q(A)v = P(A)v + Q(A)v = 0, donc

P+Qe T4,

oSiPely,etQeK[X],alors (QP)(A)v = Q(A)P(A)v=Q(A)0=0,donc QP € I4,
Il existe alors un polyndéme @) engendrant /4, , donc Q1 = m@ est un polynome
unitaire engendrant 14, et si ()2 est un autre polynéme unitaire engendrant /4, alors
Q; divise Q2 et Q) divise ()1 ,et puisqu’ils sont unitaires alors Q); = Q2

ii. Onams(A)v =0doncms € 4, = (Ta,), il existe alors P € K[X] tel que 74 = Qa4 ,
donc 74 ,, divise 74
Le polyndéme 74 s’écrit m4 = II;_y P ottles P; , i € {0,...,s} sont des polyndomes irré-
ductibles (unitaires),et les o; € N*,d’apres ce qui précede
{maw; we M, 1(K)} Cl'ensemble des diviseurs unitaires de 74 =
{HfZOPfi ; Vi€ {0,...,s}, 0 < B; < a;} qui est un ensemble fini, donc {74, ; w €
M., 1(K)} est aussi fini.

iii. D’abord, pour tout k € {1, ...,7}, Fj, = ker m4 , qui est un sous espace vectoriel
Soit v € M,,1(K) , il existe & € {1,..,7} tel que ma, = WA, , donc T4, (A)v =
Tau(A)v =0, etdoncv € Fj , par suite M, (K) = F; U...UF,

iv. Ona M, (K) = F1U...UF, , d’apres le résultat de la deuxieme partie , il existe k € {1, ...,r}
tel que M,,(K) = Fj, = kerma ,, (A), donc 4, (A) = 0 ainsi 74 ,, est un polyndme
annulateur de A4, le polynéme 74 est alors un diviseur de 74 4, , et comme 74 ,, divise
aussi 74 , il existe alors A € K tel que m4 = A4, , d’autre part ces deux polyndmes sont
unitaires, donc A =1, doU 74 = T4,

(d) Notons (e, ez, e3) la base canonique de M3 1(R), ona Ae; = ey, Aex = eg et Aeg = ceq +
bes + aes , le polyndme caractéristique de A est x4 = —X> +aX?+bX +c,onanma,, divise
ma doncmy ., divise x 4 , raisonnons sur le degré de m4 ., onae; # 0donc1 < degma ., < 3:
e Sidegma,., =1,il existe alors o € K tel que 74, = X + o, on obtient Ae; + ae; =0,
c’est-a-dire e + ae; = 0 ce qui est impossible.

e Sidegma,, =2, ilsexistenta, 3 € Ktels que ma ., = X? + aXj3, on obtient A%e; + ade; +
Be1 = 0 c'est-a-dire e3 + aeg + Be; = 0 ce qui est impossible.
Doncdegma,e, =3 > ma etma ., divise 74 et les deux polyndmes sont unitaires alors m4 ., =
4 =X>—aX?-bX —c
(e) i. e On suppose que degms = n , d’apres la question 3.3.4 il existe v € M, 1(K) tel que
TA = Ta., en particulier degms , = n , montrons que la famille (v, Av, ..., A" 'v) est

n—1 n—1
libre , soient Ag, A1, ..., \n—1 € K tels que Z MNAw =0, le polyndéme P = Z A X est
i=0 i=0
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alorsun élémentde 14, = (7a,,) = (74), donc 74 divise P qui est de degré < n—1,donc

nulle,ainsi0 <Vi<n -1, =0.

Notons B la matrice dont les colonnes sont les vecteurs v, Av, ..., A" 'v, pris dans cet

ordre, la matrice B est inversible , donc de méme pour la matrice * B est inversible, Soit

z € K"ona'tx € M, 1(K), il existe alors u € M, 1(K) tel que ‘x =* Bu, donc z =* uB

, et puisque la i ligne de ‘uB est la produit de ‘u par la i"™¢ colonne de B, donc

= (‘uv, 'udv, ..., tuA""1v)

ii. On suppose (iii) et montrons (¢), par la caractérisation 3.2, il suffit de montrer que la

n—1

famille (I,,, 4, ..., A"~1) est libre , soient Mg, ..., A\,—1 € K tel que Z NAY =0, pour j €
i=0

{1,...,n} il existe (u,v) € (M, 1(K))? tel que e; = (‘uv,' uAv, ..., uA""v) ot ¢; est le

n—1 n—1

i"m¢ vecteur de la base canonique de K", donc 0 =? u(z NAYY = Z MuAlv = ),
i=0 =0

donc la famille (I,,, 4, ..., A"~ 1) est libre.

Quatriéme partie : Démonstration du résultat proposée

4. (a) Si Arépondalaquestion,onays = (—1)"X"+(—1)""1tr(4)X" ! +...+det A, remarquons
que le coefficient de X"~ ! est (—1)"~! tr 4, le coefficient de X" ! dans le polyndme (—1)"P
est (—1)"c; ,donctr A = —¢; ,d’autre part tr A = tr B+bet (—1)"2tr B = (—1)""lay (cest
le coefficient de X™ 2 dans yg) ,doncb=trA —trB=—c; +a1 =a; — 1

(b) Une famille de polynoémes :

i. Pour toutp € {0,...,n — 2}, on a degU, = p, donc la famille (Uy, ..., U,—2) est libre de

Ky —2[X]
ii. Soit @ € K,,_2[X], comme (Uy, ..., U,—_2) est libre dans K,,_o[X] et dimK,, _2[X]=n—1,
n—2
donc c’est une base de K,,_2[X] , ils existent alors A, ..., A,—2 € K tels que Q = Z MU

k=0
,la matrice B est taille n — 1 dont le polyndme minimal est de degré n — 1 ,donc d’apres
3.5 B vérifie 'assertion (iii) (en dimension n — 1) , pour z = (g, ..., \p—2) € K"~ il
existe (y,2) € (My,—11)* tel que = = (*yz,! yBz, ..., ! yB"7?2) = (g, ..., An—2) , on obtient

n—2

Q=Y 'yB*:U;
k=0

(c) Expression d'une matrice :

i. ona

n—1
XB(LE) — XB()\) = (_1)"—1 Z ak(x"_l_k _ )\n—l—k)
k=0

n—2
— (71)1171 Z ak(xnflfk o )\nflsz)
k=0

n—2 n—2—k

=(=D)" Nz =AY (Y awanEr)
k=0 p=0
n—2n—2—Fk

=(-1)""tz - X Z Z P2
k=0 p=0

Pour ket p € {0,...,n — 2}, on pose a;, = APz 2 FPsip<n—2—Fk,etay, =0

n—2n—2—k n—2n—2—k n—2n—2
sinon, de sorte que E E AP 2R = E E ak,p = E E Qk,p
k=0 p=0 k=0 p=0 k=0 p=0

Remarquons que dans la derniere formule les deux parameétres p et k sont indépendants
, ce qui permet de permuter les deux sommes , donc
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ii.

iii.

n—2n—2 n—2n—2

E E Qp = E E ak,p , par definition des ay, , , sin — 2 — k < p alors ay , = 0 c’est-a-
k=0 p=0 p=0 k=0

n—2n—2 n—2n—2—p
diresin —2—p < kalors a;, = 0, on obtient Z Z ap,p = Z Z ak.p , on en déduit
p=0 k=0 p=0 k=0
que
n—2n—2—p
xB(x) = xB(\) = ()" 1z =N D aky
p=0 k=0
n—2n—2—p
=(-1)"" Mz -N) Z AP 2R
p=0 k=0
n—2

Soit = € K, et considérons le polyndme R = x5 — xp(z) + (=1)""1(z — \) Z Up(z) AP

d’apres la question précédente ,ona A € K, H(\) = 0, donc H a une infinités des racines
, le polyndéme H est alors nul, donc

X5(@) = xB = ()" z = X) Y Up(@)XP = (-1)"(X —2) ) Up(a)X?
on en déduit que xg(z)I,—-1 — x5(B) = (-1)"(B —zl,—1) » U,(z)B".
Dot xp(2)[n—1 = (—1)"(B — 2l,—1) > _ Up(z)B"

La formule de la question précédente s’écrit

(B —xI,_1) Z U,( =det(B — 2I,_1) 1,1

e Siz ¢ sp(B), alors det(B —xl,_1) 7é O et la matrice (B — zI,,_1) est inversible et

(B—zl, 1)t = YB— I, 1),donc

1
det(B Iln 1) ZU det(B—wln,l)

B —aly_1) = (— ZU

eSix € sp(B),le spectre de B est une partie finie (ou vide ) de K, donc K \ sp(B) est une
partie dense de K, elle existe alors une suite (z,,), d’éléments de K\ sp(B) convergeant
vers z, on a alors pour tout meN, z,, ¢ sp(B) et

HB —2mln_1) Z Up(zm)BP , par continuité des applications  — Up(z) ,

r—B—-xl,_1,A— A et A —! A et en passant a la limite quant m — +o0o , on obtient
le résultat.

(d) Résolution du probleme :

i.

En utilisant la question 1.1.4 , on trouve :

B—zxl,_ v —
ty ' by | = @) Bl —tu'(B - I,_1)v, donc

xa=(b—2)B—al,_ 1\ — utB/\f: LU

n—2

=b-z)xs —"u( ZU )BPv = ( bfx)XBf(—l)”ZUp(x)tquv

p=0
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ii.

iii.

xp = (—1)" Y2 + a;2" 7% + H(z)) ot H; est un polyndme de degré < n — 3 ,dont
les coefficients ne dépendent que des coefficients de x 5, donc
(b—z)xp = (—1)"(2" + (a1 —b)z™ ' —bz" 2 —bH,(x) + xH,(x) ), etles coefficients

H(x) ou H est un polyndme de degré<n—2
de H ne dépendent que de b et des coefficients de xp

b= a1 — c1, d’apres la question précédente,on a

n—2
xa= (D" (X" +c X" 1+ H)— (-1)" Z ‘uBPvU, , on a aussi
p=0
(—)"P = (-1)"X"+ X" +) ¢X"*), donc
k=2
n—2 n
xa = (—1)"P si, et seulement si, H — Z fuBPoU, = Z cxr X" ¥ si, et seulement si,
p=0 k=2
n n—2
H=Y X"k =" tuBrol,
k=2 p=0

n
Le polynome H — Z e X" F est de degré < n — 2, d’apres la question 4.2.2 il existe

k=2
n n—2

(u,v) € Mp_11(K) tel que H — Z X"k = Z ‘uBPvUp,alors x4 = (—1)"P ,donc la
k=2 p=0

matrice A répond au probleme posé.
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