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Enoncés

Nombres complexes

Nombres complexes

Exercice 1 [02025] [correction]
Soit z € U\ {1}. Montrer que £ € iR.

Exercice 2 [02026] [correction]
Soient P={z € C|Imz >0}, D={z€ C||z2] <1} et f:C\{—i} — C définie
par

zZ—1

1) ==

a) Montrer que tout élément de P & son image par f dans D.
b) Montrer que tout élément de D posséde un unique antécédent par f dans P.

Exercice 3 [02027] [correction]

a) Déterminer le lieu des points M d’affixe z qui sont alignés avec I d’affixe i et
M’ d’affixe iz.

b) Déterminer de plus le lieu des points M’ correspondant.

Exercice 4 [02028] [correction]
Calculer pour 6 € ]0,27[ et n € N,

Cn =Y cos(kf) et S, = sin(ko)

k=0 k=0

Exercice 5 [02029] [correction]
Calculer pour 8 € Ret n € N,

n

Cn = Z <k> cos(kf) et S,, = ];) (lc) sin (k@)

k=0

Exercice 6 [03458] [correction]

Soient zg € C et r > 0 tels que |zg| # 7.

On note C le cercle dans C de centre zg et de rayon 7.
a) Pour z € C, montrer

z€C e |2? — 20% — Zoz + |20)° = 12

b) En déduire que 'image de C par lapplication f : z — 1/z est un cercle dont on

précisera centre et rayon en fonction de 2y et r.

Module et argument

Exercice 7 [02030] [correction]
Déterminer module et argument de

z:\/2+\f2+i\/2—\/§

Exercice 8 [02031] [correction]
Soient z € C* et 2’ € C. Montrer

lz+ 2| = 2| + ]| & INeERT, 2 = A2

Exercice 9 [02032] [correction]
Etablir :
Vz,2' € C,|z| + || < |z 4+ 2| + |z — &

Interprétation géométrique et précision du cas d’égalité ?

Exercice 10 [02356] [correction)]
Soient a,b € C. Montrer

lal + [b] < fa + b + |a — 0|

et préciser les cas d’égalité.

Exercice 11 [02033] [correction]
Déterminer module et argument de e + 1 et de e — 1 pour 6 € R.
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Exercice 12 [02034] [correction] Exercice 19 [03457] [correction]
Simplifier ZZZ% pour 6 € |—m, 7[. En étudiant module et argument, établir que pour tout z € C

z n
(1 + 7> — exp(z)
n
Exercice 13 [02035] [correction]
Déterminer module et argument de e*? + e%? pour 6,6’ € R.
Exercice 20 [03642] [correction]
a) Vérifier
Exercice 14 [02646 ] [correction] Va1, 2 € C, |z + 20 + |21 — 22? = 2|2 )° + 2] 20)?

. 3 s .
Si (z,y,2) € R® vérifie b) On suppose z1, 22 € C tels que |z1] < 1 et |22 < 1. Montrer qu’il existe e = 1

ou —1 tel que
montrer |21 +e22] < V2
e2ix + eZiy T e2iz =0

e +eW+e”* =0

Exercice 21 [o03651] [correction)]

Exercice 15 [ 00055 ] [correction] Soient a, b, z trois complexes de module 1 deux a deux distincts. Démontrer

Soit a € C tel que |a| < 1.

2
Déterminer I’ensemble des complexes z tels que 9 (Z _ Z) c Rt
a \z—
z —7a <1
1—-az
Exercice 22 [ 03880 ] [correction]
Soient a, b, c des réels strictement positifs.
Exercice 16 [03040] [correction] A quelle condition existe-t-il des complexes t,u,v de somme nulle vérifiant
uelle est Iimage du cercle unité par application z — —— ? _
Q & pat -app = tt = a2, ui = b2 et vD = 2
Exercice 17 [o03107] [correction] Racines de 'unité

Soit B une partie bornée non vide de C.
On suppose que si z € Balors 1 —z+22€ Bet 14+ 2+ 2% € B.

. - Exercice 23 [ 02036 ] [correction]
Déterminer B.

Calculer le produit des racines de 1'unité

Exercice 18 [ 03249 ] [correction]

Exercice 24 [02037] [correction)]
Soit f : C — C définie par

Soit n € N*. On note U,, I’ensemble des racines n eme de I'unité.
f(z) = "2 Calculer

2 > 21

Déterminer les valeurs prises par f. 2€U,
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Exercice 25 [03353] [correction] Exercice 30 [02042] [correction]
Soient n > 3, w1, ...,w, les racines n-ieme de I'unité avec w, = 1. Soit n € N*. Résoudre dans C I’équation

a) Calculer pour p € Z,
n (z4+)"=(z—0)"
Sp = wf
i=1 Observer que celle-ci admet exactement n — 1 solutions, chacune réelle.
b) Calculer

1
T= Z Exercice 31 [02043] [correction)]
= Soit w = €' . Calculer les nombres :

A=w+w+wret B=wd+uw’ +ub
Exercice 26 [02038] [correction]
Soit w une racine neéme de 'unité différente de 1. On pose

Exercice 32 [02044] [correction)]

|
—

n

S = (k+1)w" Soient n € N, n > 2 et w = exp(2in/n).
=0 a) Etablir que pour tout z € C,z # 1,

En calculant (1 — w)S, déterminer la valeur de S. n—1 n-1
RIS
k=1 =0

E'xerGice 27 [02089] [correction] b) Justifier que 1’égalité reste valable pour z = 1.

Simplifier : ¢) En déduire I'égalité

n—1
» J j+1 kr_ n
1) b sin — = ——
a) j(j+1) )j2+1 C)j_1 LS = e
Exercice 28 [02040] [correction] Exercice 33 [02531] [correction]
Soit n € N*. Résoudre 1’équation Montrer que

n o_ 1\ _
z+1)"=(z-1) sin(g)— 5-V5
Combien y a-t-il de solutions ?
Résolution d’équations et de systémes

Exercice 29 [o02041 ] [correction]

Soit n € N*. Résoudre dans C ’équation Exercice 34 [02045] [correction]

Pour quels a € R I'équation 23 + 222 + 2az — a® = 0 posséde x = 1 pour solution ?
M+1=0 Quelles sont alors les autres solutions de 1’équation ?
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Exercice 35 [02046] [correction]
Résoudre dans C, les équations :
a) 22 —2iz—1+2i=0Db) z* — (5 —14i)22 — 2(12 + 5i) = 0.

Exercice 36 [02047] [correction]

a) Déterminer les racines carrées complexes de 5 — 12i.

b) Résoudre 'équation 23 — (1 4 2i)2? + 3(1 + i)z — 10(1 + i) = 0 en commencant
par observer ’existence d’une solution imaginaire pure.

¢) Quelles particularités a le triangle dont les sommets ont pour affixe les
solutions de ’équation précédente ?

Exercice 37 [02048] [correction]
Résoudre dans C le systeéme

r+y=1+1
Ty=2—1

Exercice 38 [ 02049 ] [correction]
Résoudre dans C I’équation

23 = 4v2(1 +1)

Exercice 39 [02050] [correction]
Déterminer ’ensemble des points M d’affixe z tels que

z+4ZzZ =z

Exercice 40 [02051 ] [correction]
Soit Z € C*. Résoudre I’équation e* = Z d’inconnue z € C.

Exercice 41 [02052] [correction]
Résoudre I’équation |z + 1| = |z| + 1 d’inconnue z € C.

Exercice 42 [02053] [correction]
Soit n € N. Résoudre, lorsqu’elle a un sens, I’équation :

n

Z cos(kx) —0

cosk &
k=0
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Exercice 1 : [énoncé]
Puisque z € U, on a z = 1/z donc

241\ z4+1 1/z+1 142  z+1
z—1) z—-1 1/z2—1 1-2  z-1
puis
Z+1€iR
z—1
Exercice 2 : [énoncé]
a) Posons = Re(z) et y = Im(z).
lz—il* 2?4 (y—1)?
=) = 7= 2 2
|2 + 1 >+ (y+1)

Siy>0alors 22 + (y — 1)2 < 2% + (y + 1)? donc |f(2)| < 1. Ainsi,
Vze P, f(z) e D

b) Soit Z € D.
Z—Z_i@z—il—’_z
ozt 11—z
avec B B
Atz _1+Z2-7-2Z _ 2Am(Z) Z_1—|Z\2
1-2 -z -z ji-zp

Ainsi,
VZeD,AzeP f(z)=2

Exercice 3 : [énoncé]
a) M = I est solution.
Pour M # I, I, M, M’ sont alignés si, et seulement si, il existe A € R tel que

—_— L

IM" = MM ie. Z=i € R.

Posons « = Re(z) et y = Im(z).

Im(@) =0ez@z-1)+yly-1)=0< (:L‘—%)Q-i-(y—%)Q:%.

z—1
Finalement le lieu des points M solutions est le cercle de centre 2 et de

rayon 1/\/5

b) Le point M’ est 'image de M par la rotation de centre O et d’angle 7/2.

2
1/2/ et de rayon 1/1/2

Le lieu des points M’ est donc le cercle de centre €

Exercice 4 : [énoncé]
C,, et S, sont les parties réelles et imaginaires de

n i(n+1)0 _ in (nt1)o
3 et = e — 1 ngyesin o
P et —1 sing
Ainsi o o
nf sin ("EH? _ nf sin "D
Cn =cos ————5— et 5, =sin - ——5—
2 sing 2 sing
Exercice 5 : [énoncé]
C,, et S, sont les parties réelles et imaginaires de
n
n . . no 0
E ezk:@ _ (1 + ez@)n — My og™ ~
— k 2

Ainsi

no 0 . nb n 0
C,, = 2" cos - cos” 3 et S, = 2" sin - cos 3

Exercice 6 : [énoncé]
a) On a
ZEC(:>|z—z0\2:7“2

et en développant
|z — zo|2 =(z—20)(2—20) = 22 — 202 — Z02z + 2020

b) Notons que 0 ¢ C puisque |z9| # . On peut donc considérer I'image f(C).
Soit Z = f(z) avec z € C. Puisque

|z|2 — 202 — Zo% + |zo|2 = r?

on a
20 20 |zo|2 — 72
_ + -

1- =0

z z 2z
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donc -
1~ 207 — 507 + (|z0|2 - r2) 1Z2 =0

ce qui se réécrit

20> =12 |zl =1 r? — ||
Posons alors B
Zy = —32
l” =12
et ’on obtient
_ _ 1 202 r2
\Z)? — ZoZ — ZoZ + | Zo|* = S =

9 2 2 2
re — ‘Zo| (|Zo|2—r2) (|Zo‘2—7"2)

Ainsi Z appartient au cercle C’ de centre Z; et de rayon W

02—
Inversement, en reprenant les calculs en sens inverse, on obtient que tout point Z
de C’ est 'image d’un certain z de C.

Exercice 7 : [énoncé]
|z\2:2+\/§+2—\/§:4donc |z] = 2.
Posons 0 un argument de z qu’on peut choisir dans [0, 7/2] car Re(z),Im(z) > 0.

On a cosf = %\/2+\/§donc

1 2
cos(20) = 2cos? 0 — 1 = 3 (24—\/5) —1= %
avec 20 € [0, 7] donc 20 = 7/4 puis 6 = /8.
Exercice 8 : [énoncé]
(<) ok
(=) Si |z + 2| = |z| + |#/| alors, en divisant par |z| : |1+ z| = 1 + |z| avec
x=2z/z¢eC.

Ecrivons © = a 4 b avec a,b € R.
N4z =@+1)?+2=1+a>+b + 2a

et

1+ |z)* =14+ Va2 + ) =1+a>+ b +2Va? + b2
|1 4+ x| =1+ |z| donne alors a = Va2 +b> doub=0et a > 0.
Par suite z € R* et on conclut.

Exercice 9 : [énoncé]
On a
! 1 ! !/ 1 ! !/ ! !
2l + [ =51z = 2) + (2 + )|+ S = 2) + (& +2)| < [z + 2] + |2 = 2]
Interprétation : Dans un parallélogramme la somme des longueurs de deux cotés
est inférieure a la somme des longueurs des diagonales. )
Il y a égalité si, et seulement si, : z — 2z’ =0 (i.e. z=2") ou % € Rt et

42 o R+ ; ; 5 o —
P € Cceé qul se resume a 2 = —Z2.

2/ —

Exercice 10 : [énoncé]
Si a = 0, 'inégalité est vraie avec égalité si, et seulement si, b = 0.
Si a # 0, 'inégalité revient a

L+ Jul <1 +u[ 4|1 —ul

avec u = b/a. En écrivant u = z + iy,

A+ ) =1+2V22 + 2+ 2%+
<24 2(2% +9?)
=[1+u+ 1 —u?
< ([T +u] + 1 — ul)?

avec égalité si, et seulement si, 22 4+ y? = 1 et ’1 — u2‘ = 0 soit u = 1 ce qui
revient a a = +b.

Exercice 11 : [énoncé]

z=¢e" +1=2cos gei9/2.

Si cos & > 0 alors |2| = 2cos § et arg(z) = & [27], si cos § = 0 alors |z| = 0.
et si cos§ < 0alors [2| = —2cos § et arg(z) = § +7  [2n).

2 =e? —1=2isin ge“’/ 2 et la suite est similaire.

Exercice 12 : [énoncé]

En factorisant €?/2 au numérateur et au dénominateur
e? -1 ising/2 . 6

- = =itan —

e +1  cosf/2 2
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Exercice 13 : [énoncé]
On peut factoriser

g1e’ .60’ _e—e’ 0 —60 oo
(e et 2 ) =2cos 5 e 2

e +e =e

ce qui permet de préciser module et argument en discutant selon le signe de

L 06
COS —5—.

Exercice 14 : [énoncé]
Puisque e + e + e'* = 0, en multipliant par e

—iz

, on obtient
1+e @ +e? =0
avec « =y — z et § = z — xz. En passant aux parties réelle et imaginaire

{cosa+cosﬁ: -1

sina+sinf =0
L’équation sin av 4 sin 5 = 0 donne
a=—f [2r]oua=7+3 [27]

Sia=m+p [27] alors la relation cosa + cos f = —1 donne 0 = —1.
Il reste « = =3 [27] et alors 2cosa = —1 donne o = £27/3  [27].
Par suite ¢’ = j ou j2.

On obtient alors aisément 1 + e%*® 4 28 = () puis e** + ¥ 4 2% = (.

Exercice 15 : [énoncé]
Pour que la quantité soit définie il est nécessaire que z # 1/a.
Si tel est le cas

z—a
1—az

<l1e|z—af <1 -az]

Sachant |z + y|*> = |#|* + 2Re(Zy) + |y|?, on obtient

<le (|a|2—1) (|z|2—1> >0

L’ensemble recherché est ’ensemble des complexes de module inférieur a 1.

zZ—a

1—az

Exercice 16 : [énoncé]
Soit z un complexe du cercle unité avec z # 1. Il existe § € ]0, 27| tel que z = .
On a alors

1 1 —igj2 b

1. 0
- = i + —icotan—

2sin0/2 2 2 2

Quand 6 parcourt ]0, 27| (ce qui revient & faire parcourir & z le cercle unité),
Pexpression cotan(6/2) prend toutes les valeurs de R. L’'image du cercle unité est
la droite d’équation = = 1/2.

Exercice 17 : [énoncé]
On observe que B = {i, —i} est solution. Montrons qu’il n’y en a pas d’autres. ..
Posons f: C — C et g : C — C définies par

f(z)=1—z+2%etg(z)=1+2+2°
On remarque
[f(z) =il =lz+illz = L+, [f(2) +il = [z —il[z = (1 - 1)

lg(z) —i| =z —id|llz+1+1| et |g(z)+i|=|z+7d|]z+1—74

Soient a € B et (z)n>0 la suite d’éléments de B définie par zp = a et pour tout

néeN
; | f(zn) siRe(z,) <0
LT g(z,)  si Re(zp) >0

Posons enfin
Uy = |z,2L + 1| = |zp — | |20 + 1]

Si Re(z,) < 0 alors
Uny1 = | [(zn) =il [f(2n) +i] = Un |20 — (L + )| |20 — (1 =)

Selon le signe de la partie imaginaire de z,, 'un au moins des deux modules
|2 — (1 +1)| et |z, — (1 — )| est supérieur & /2 alors que I'autre est supérieur a 1.
Ainsi

Upt1 2 \ﬁun

Si Re(zy,) > 0, on obtient le méme résultat.
On en déduit que si ug # 0 alors la suite (u,) n’est pas bornée. Or la partie B est
bornée donc ug = 0 puis a = +i. Ainsi B C {i, —i}.
Sachant B # () et sachant que ’appartenance de 4 entraine celle de —i et
inversement, on peut conclure

B ={i,—i}
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Exercice 18 : [énoncé]
Soit z € C.
Si z € R alors f(z) =0.

Sinon, on peut écrire z = re'®

avec r > 0 et § € |—7, 7| et alors

1+e” 0 o/
B = T COS 59

fz)=r

Puisque cos(6/2) > 0
|f(2)] = Tcosg et arg f(z) = g
donc
f(z) € {Z € C/ReZ > 0}

Inversement, soit Z € C tel que ReZ > 0.
On peut écrire Z = Re'® avec R > 0 et a € |—7/2,7/2[. Pour

les calculs qui précedent donnent
f(z) =Re™ =7

Finalement, les valeurs prises par f sont les complexes de parties réelles
strictement positives ainsi que le complexe nul.

Exercice 19 : [énoncé]

Posons © = Rez et y = Imz. On a
1+2=(1+2)+i 2
n n n

Pour n assez grand, on a 1+ a/n > 0 et donc

n X 2 2
(1 + E) = e avec 1, = \/(1 + E) + (Q) et 0, = arctan y/in
n n n 1+ax/n

Quand n — 400

2 2+y? 2 1
r] = exp M 1+£+u = exp L —x—i—o — — exp(z)
2 n n? 2 n n

et y
nl, ~nx = -y
n

donc an
(1 + E) — exp(z)e’’ = exp(2)

Exercice 20 : [énoncé]
a) En développant

|21 + 22\2 = (21 +22)(Z1 + 22) = |Z1|2 + 2122 + Z122 + |Z2|2

et la relation écrire est alors immédiate.
b) On a
2 2
|21 4+ 22|” + |21 — 22|” < 4

donc parmi les quantités |z + 22| et |21 — 22|, 'une au moins est de carré inférieur

a 2.

Exercice 21 : [énoncé]

Rappelons que si u est un complexe de module alors 1/u = .

On a alors

2

(z—a)*>=(z—a) (1_1):W:_aw

az z

b(z—a\’ |z —a? S
- = 5 €R
a\z—0» |z — b

donc

Exercice 22 : [énoncé]

En multipliant les trois complexes t,u, v par €, on peut former un nouveau
triplet solution a partir d’'un premier. Sans perte de généralité, on peut donc
supposer ¢t € R* auquel cas t = a.

En écrivant u = x + iy et v = 2’ + iy’ avec z,2',y,y’ € R, la condition

t+u+ v =0 donne
¥ =—(a+x)
Yy =-Yy

0

et les deux conditions uu = b? et vv = ¢? équivalent alors au systéme

{ 22 4P = b
(

:c+a)2+y2:02

Ce systeme possede une solution si, et seulement si, le cercle de centre O et de
rayon b coupe le cercle de centre 2(—a,0) et de rayon c. Ces deux cercles se
coupent si, et seulement si,

[b—cl<a<b+c

On peut alors conclure que le triplet (¢,u,v) existe si, et seulement si, chacun des

parametres a, b, ¢ est inférieur & la somme des deux autres.
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Exercice 23 : [énoncé]
Puisque le produit d’exponentielles est I’exponentielle de la somme

fome 2 2k 2im =
2ikm/n _ — el L = i(n— 1)) = (=1)" !
H e exp (Z - ) exp ( p ; > exp(i(n — 1)m) = (—1)

k=0 k=0 =

Exercice 24 : [énoncé]
Notons wy = e avec k € Z. Par factorisation d’exponentielle équilibrée

|wk71|:2

. km
sin —
n

Alors

zeU,

Exercice 25 : [énoncé]
Quitte a réindexer, on peut supposer

Vk € {1,...7n}7wk :e%kﬂ-/n :wk avec w 262i7r/n

a) Si n ne divise par p alors, puisque w? # 1

- 1—w™
E k
k=1

Si n divise p alors

n n
Sp:Zwkp221:n
k=1 k=1
b)Pour 1<k<n—1,ona
1 Ziknjn 1 i kr 1
= 0 — t — _
1 —wy 2i sin Ex 2 €0 + 2

Puisque

n—1 n—1
k7w jkx 1 COS% T
> |z—1|:;2s1n;:21m (kzoe ) _4Im<1_em/n) ZQSm% =200t -

on a

n—1
k
Z cot — =0
k=1 "
puis
o (=)

On peut aussi retrouver cette relation en considérant que T est la somme des
racines d’un polynéme bien construit

pP" = (X _ 1)n — X" = —pxn1 + n(n_ 1)Xn—2 +...
2
Exercice 26 : [énoncé]
On a
n—1 n n—1
(1—w)S=Z(k+1)wk—kak: Wk —nw™ = —n
k=0 k=1 k=0
donc n
5= w—1

Exercice 27 : [énoncé]

a)
jG+1)=57+j=-1
b)
j j
:7:—1
U

Exercice 28 : [énoncé]
2ikm . N s
Notons wy, = e = avec k € Z les racines néeme de 'unité.

n
Si z est solution alors nécessairement z # 1 et (ii) =1 donc il existe
ke {0,1,...,n— 1} tel que
z+1
z—1

Wk
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ce qui donne Exercice 31 : [énoncé]
(wp—1)z=wg+1 On a
Si k = 0 alors ce la donne 0 = 2 donc nécessairement k € {1,...,n — 1} et wy # 1. 1+A+B=0,AB=2et Im(4)>0
Par suite . donc
_wp+1 2cosF ™ o i
kT — ]:L = —7cot — A:B:M
wr—1  2isin o n 2
Inversement, en remontant le calcul : ok
Finalement . . .
o km Exercice 32 : [énoncé]
§ = | —icot ?/k e{l,...,n-1} a) Puisque les racines de I’équation 2™ — 1 sont 1,w,...,w" !, on a
Puisque la fonction cot est injective sur ]0, [, il y a exactement n — 1 solutions. n—1
"—1:(z—1)H(2—wk)
k=1
Exercice 29 : [énoncé]
On a Oronaaussi 2" —1= (2 —1)(1 +2z+---+ 2" 1) d’ou I'égalité proposée pour
M4 1l=0&2"=¢" z# 1.
- n—1 n—1
zo = €' est solution particuliere de 1’équation et donc b) Les fonctions = +— [[ (x —w”) et x+ > 2* sont définies et continues sur R

(2k+1)7r

S:{Zowk/kE{O, /k {0

=13y = {e n—1}}

Exercice 30 : [énoncé]
z = i n’est pas solution.

Pour z # i,
- . z4+i\" z41
z+)"=(E-)"< -] =1 3ke{0,...,n—1}, - = Wy,
z—1 z—1
en notant wy, = e2k™/n
Pour £ =0, wr, = 1 et I’équation zfz = wy, n’a pas de solution.
Pour k € {1,...,n — 1}, wr # 1 et ’équation j—i” = wy a pour solution
wi + 1
Ze =1
wr — 1
Ainsi § = {z1,..., 2,1} avec
2 cos ’”e n km
2 =1 k =cot— €R
24 sin £Xe n

deux a deux distincts car cot est strictement décroissante sur I'intervalle |0, 7 ou
évoluent les = pour 1 < k <n—1.

k=1 £=0
et coincident sur R\ {1}, elles coincident donc aussi en 1 par passage a la limite.

n—1
c) Pour z = 1, I’égalité du a) donne [] (1 —w") =n. Or par factorisation de
k=1

I’exponentielle équilibrée,

1—-w" =—en 2isin —
et
n—1
n—1 i k
b " Z -n—1
e’n =e k=1  —q
k=1
donc
n—1

puis la relation proposée.

Exercice 33 : [énoncé]
Puisque la somme des racines 5-ieme de 'unité, en considérant la partie réelle, on

obtient 5 4
1+2(Jos?7r+2cos€7r =0
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Sachant cos2a = 2cos? a — 1, on obtient que cos(27/5) est solution positive de
I’équation
4r*+2r—1=0

et donc

21 V5-—1

COS — =

) 4

Or cos2a = 1 — 2sin? a donc

puis
Lo T 5—4/5
sin® — =

5 8
et enfin la formule proposée puisque sin(7/5) > 0.

Exercice 34 : [énoncé]

x = 1 est solution de I’équation si, et seulement si, a? — 2a — 3 = 0 ce qui donne
a=—1oua=3.

Lorsque a = —1, les solutions de 1’équation sont 1, %‘/5, _ 345

3
Lorsque a = 3, les solutions de 1’équation sont 1, _3+213‘/§, —3“23\/5.

Exercice 35 : [énoncé]
a) S = {1, -1+ 2i},
b) S = {—1+4,-3+2i,1—14,3—2i}

Exercice 36 : [énoncé]

a) £(3 — 2i)

b)a=-2i,b=-1+3ietc=2+1

c) |c—b] = |c—a| =13 et |b— a| = v/26. Le triangle est rectangle isocele.

Exercice 37 : [énoncé]
Il s’agit d’un systéeme somme produit, on obtient ses solutions en résolvant
I’équation

22— (1+i)z+(2-i)=0

On obtient I’ensemble solution

S = {(1+2i,—i), (—i,1+23)}

Exercice 38 : [énoncé]
On a

4v2(1 +1) = 8e'T

donc zp = 2e'7z est solution particuliere de I’équation.
L’équation z® = z3 équivaut alors & 1’équation (z/ z0)3 =1 dont I'’ensemble
solution est

S = {20, 204, 205% }

Exercice 39 : [énoncé]
Soit M(z) solution avec z = a + ib et a,b € R.
On a2a=+vaZ2+ 2 donc a > 0et b= ++3a.
1

Ainsi M se situe sur les demi-droites d’origine O dirigée par les vecteurs 4 et
3

R
v .
-3

Inversement : ok.

Exercice 40 : [énoncé]
Posons p = |Z| et 0 =argZ [2n]. e* = Z < z =Inp+i6 + 2ikm avec k € Z.

Exercice 41 : [énoncd]
|z 4+ 1> = |2]> + 2Re(z) + 1 et (|z] +1)2 = |2)* + 2|z| + 1 donc
|2+ 1] =|z| + 1 & Re(z) = |z| & 2z € RT.

Exercice 42 : [énoncd]
L’équation a un sens pour x # 7/2 [r]. En exploitant cos(kz) = Re(e
peut écrire

ik:r)’ on

“~ cos(kz) "L etk
Z coskx Re <Z cosk m)

k=0 k=0

ce qui apparait comme une somme géométrique.
Siz#0 [n]alorsqg= 22— #1et

n ez’kx 1 cos"tl g — ei(n—&-l)x

Z coskx  cos"z

cosx — e

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 30 mai 2014

Corrections

12

Il reste a en déterminer la partie réelle. Puisque

i ekr 1 cos™ gz — cos(n + 1)z —isin(n + 1)z
COSk T - cos ¢ —Z Sin X
k=0
on obtient
Xn: cos(kxr)  sin(n+ 1)z
Pt costx  sinx(cosx)"

Finalement, pour les x considérés

n

k
Zcoskxzoﬁsin(nJrl)z:O@x:O
cos® z

Siz =0 |[n]alors x n’est pas solution car

i cos(kx) ntl

cosk &
k=0

Finalement
km

[m/(n+1)]

S:{/keZet (n+1) )(k}

(n+1)
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