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|
Proposé par Mr : HAMANI Ahmed

|- Définitions et propriétés usuelles
I-A Polynomes de premiére espece

I-A-1 Les polynémes To, T1, T2 et T3
- On a les relations V0 € R, To(cos(0)) = 1, Ti(cos(8)) = cos(0), T2(cos(8)) = 2cos?(0) — 1 et
Ts(cos(0)) = 4 cos®(0) — 3 cos(0).
Donc par unicité, on obtient Ty =1, Ta = X, T, = 2X> — T et T3 = 4X3 — 3X.

I-A-2 Expression de T,

V0 e R,vn € N, ™ = (cos(8) + isin(0 Z CX cos™*(0)i*sin*(0).
En prennant la partie reeIIe des deux membres on obtlent
cos(no) Z C2(=1)*cos™ 2*(0)sin?*( Z C2(=1)*cos™2*(8)(1 — cos?(0))*.
0<k<n/2 0<k<n/2
Et par unicité on aura Ty = ) CRE(=1)X™ (1 =X = Y CIXM (X2 -1
0<k<n/2 0<k<n/2

I-A-3 Une relation de récurence entre les T,,
vn €N, Thi2(cos(0))+Tn(cos(0)) = cos((n+2)0)+cos(n(0)) = 2cos((n+1)0)cos(0) = 2cos(0)Tn+1(cos(0)).
Ce qui entraine par unicité T2 + Ty = 2XTh41.

Degré et coefficient dominant de T,,.

On va montrer par une récurrence forte sur n que dom(T,) =2 et deg(T,) =n.

- La propriété est vrai pour n =0,1,2 et 3.

- Supposons que pour un certain n > 2, dom(T,) = 2™ ', dom(Tni1) = 2™, et deg(Tn) = n,
deg(Tnt1) =n+1, alors, deg(Tni2) = deg(2XThy1 — Tn) = deg(XThy1) =14+n+1=n+2.
dom(Tni2) = dom(2XTys1) = 2dom(Tnpq) = 22™ =2+

Une méthode qui utilise I'expression de T,,.
OnavneN, To= Y  CIX"H(X* -1~
0<k<n/2
On remarque que Vk e o,n/2], n— 2k+2k n, de plus le coefflaent de X™ est

2k 1 k 1 n n—1
> Cn—g(z(”( ZZC zZ = 1+1) +50-1nr=2""
0<k<n/2 k=0
En conclusion deg(T.) =n et dom(T,) = 2“ !
I-A-4 Les racines de T,

vn € N*, Tn(cos(0)) =0 & cos(n) =0 & 0 = (2k+ 1w

2n ’
On a donc Vk € [[0,n—1]], Th(cos(6x)) = 0 ou By = M de plus Vk € [[0,n — 1]], 0k €]0,7t[ et

la fonction cosinus est bijective de ] — 1, 1[ vers ]0, 7t[, donc T,, admet n racines distinctes sur ] — 1,1],
3 savoir les cos(0y) ot k € [[0,n — 1]].

k € Z.

I-B Polynémes de deuxiéme espéce

I-B-1 Expression de U, (cos(0))
- En dérivant I'expression T,11(cos(0)) = cos((n + 1)0) par rapport a la variable 0, on obtient
—sin(0)T.,;(cos(8)) = —(n+ 1)sin((n + 1)6), ce qui entraine que

V0 € R~7Z, Vn €N, T (cos(8)) _ sin[(.nJr 1)9)' cest a dire Un(cos(0)) = M
n+l sin(6) sin(0)
I-B-2 .
a ) Une relation de récurence entre les U,
-Vn € N, Uni2(cos(8)) + Un(cos(6)) = ——(sin((n +2)6) + sin(n6)) =
in(0)
= 2 (cos(0)sin((n+1)0)) = 2cos(0)Un+1(cos(0))

sin(0)
ce qui donne par unicité des U, que Uni2 + Uy = 2XUp 1.
b ) Racines de U,
- Les racines de Uy, sont celles de T, 1, or Tai1 admet n+ 1 racines distinctes sur ] —1, 1, donc par
application du théoreme des accroissements finies entre deux zéros consécutifs de T, 1, on obtient
un zéro de T, ce qui prouve que U, admet n racines distinctes sur | — 1,1[.
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vneN, Up(cos(0)) =0<=sin((n+1)0) =0 n+1)0=kn , keZ.
Donc Vk € [[1,n]], Un(cos(@x)) =0 ol @k = % les cos(@i) sont distincts deux a deux grace

a la bijectivité de cosinus de ] — 1, 1] vers 10, 7t[.
Donc les racines de U, sont les cos(@x) ou k € [[1,n]].

1l- Arithmétique des polynémes de Tchebychev

II-A Division euclidienne

1-A-1

11-A-2

-Vm,n € N tel que 0 < m < n, cos((n+m)8) + cos((n—m)6) = 2cos(nb)cos(m”), donc
Tn+an7m = ZTnTm
vn,me Ntelque 0 <m<n, sin(n+m—1)0) +sin((n—m—1)0) = 2cos(mb)sin((n—1)6), donc
un+m71 + un7m71 = zun71Tm-
1
a )-Sim<n<2m,alors0 <n—m < m,doncdapres (II-A—1), Ty Thom = E(TH+T2m,n), c'est
adireTh =2Th-mTm—Tom—n = 2Tn—m T —Tin_2m| avec 0 < 2m—n < 2m—m = m = deg(Tm).
-Si2m <n < 3m, alors m < n—m < 2m, donc toujours d'aprés (Il — A — 1),
ThmTm = %(Tn + Tao2m), c'est a dire Thn = 2TnomTm — Ta2m = 2TaemTm — Tjn—2m| avec
0<n—-2m<3m—2m=m=deg(Tm).
On conclut que Qn,m =2Th-m et Rnm = —Tjn_2m|-
b )-Soitn = (2p+1)m ol p € N¥, on applique I'égalité de (II—A—1) au couple (n, m) «— (2km, m)
ou k € [[1,p]], on obtient 2Tokm Tm = Ti2k+1)m + T(2k—1)m. €€ qui entraine que
2(=1)P * o Ty = (,])p—kT(ZH]]m — (fl)p_k“T(Zk,nm, ce qui donne en sommantde k =1 a
k = p, on obtient par téléscopie
P P
To—(=1PTo = Tzpsym—(=1"Tm = D> (=" Taiiym — (1P T2ym) = 2T Y (—

k=1 k=1

P
Donc Tn = T ((—1)PTm + zZ(—nkaka) , donc
1

Qn m = me +2 Z kTka et Rn,m =0.
¢ ) - On considere I ensemble Anm ={k€eN* / (2k—1)m < n}. Par hypothése n # (2(0) + 1)m
1
donc 1 € An,m de plus An m est majoré par 1+ E n/mTJr , donc admet un maximum p.

pPEAnmetp+1¢& A mdonc (2p—1)m<n<(2p+1)m, or n n'est pas produit de m par un
entier impair, donc (2p —1)m <n < (2p + 1)m, c'est a dire In — 2pm/| < m.

-Vk e [[0,p—2]l, n (2k+1)m>n (2p —3)m > 2m > m, donc
Vk € [[O,P 2], 2T T (2k+1)m = Tn—2km + Ta—(2k4+2)m, donc
2(=1)*Tm T (2k+1)m (*])an—ka — (—l)k“T —(2k+2)m, e qui donne par téléscopie en som-
mant de k 0 ak=p—-2
Tn = 2T Z n—@erm + (1P Tz 2p-2)m
Orm<n-— (Zp 2)m < 3m, donc d'apres la question a),
Tho(2p—2)m —ZTmT (2p—1)m — Vn—2pm| €t par suite
Th =2Tm Z —(2k+1)m + (fUPT‘n,zpm‘, ce qui donne le résultats puisque

n— 2pm\<m deg(Tm).

II-B Plus grand commun diviseur

11-B-1

Pgcd de U, et U,
- Posonsn+1=hn; et m+1=hm;.

- Soit r une racine de Uy _1, alors 3k € [[0, h]] tel que r = cos <T> = cos (T]T:T]t) = cos (::1?)

donc 1 est une racine commune de U, et de Up,.
- Réciproquement si T est une racine commune de U, et de Uy, alors 3(k,k’) € [[1,n]] x [[1, m]] tel

k7t k'm k7t k'm ) ,
que T =cos | —— | =cos , donc —— = et par suite kmy = k'nq, or ny et my
n—+1 m+1 n+1 m+1

sont premiers entre eux, donc par le théoréme de Gauss, n; divise k, ce qui entraine en posant — =k’
m
1"

h
- En conclut que Uy est le pged de Uy, et U,

que T = cos c'est a dire que 1 est une racine de Up_;.
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11-B-2

Pgcd de T, et T

a ) - Soit r une racine de Ty, alors 3k € [[0,g — 1]] tel que
T =cos (M) = cos (M> = cos ((Zk+1)m7t> or (2k+1)my et (2k+1)n,
29 2m 2n
sont impairs, donc 1 est une racine commune de T, et Tp.
- Réciproquement si T est une racine commune de Ty, et Ty, alors 3(k, k') € [[0,n—1]] x [[0, m—1]]
(2k+1)7t> — cos <(2k’+1)7‘t> done 2K+ 1w (2k" 4+ 1)m

n I n = Tm , c'est a dire

(2k’ + 1)ny = (2k+ 1)my, or n; et my sont premiers entre eux, donc n; divise 2k + 1 et par suite

tel que T = cos (

si on pose

. L ny7m , . .
=T qui est impair, on aura r = cos (2> et I'imparité de n; entraine que r
mn g
est une racine de Ty.

- On conclut que Ty est le pged de Ty, et Tr.

b ) - Soit r une racine commune de T, et Ty, alors le raisonnement précédent aboutit a I'existence
de k,k’ tel que (2k’ 4+ 1)n; = (2k + 1)my, donc 1 et m; sont de méme parité, ce qui exige par
hypothése que ny et my sont pairs, ce qui contredit qu'ils sont premiers entre eux.

- On conclut que T, et T, sont premiers entre eux.

c ) e - Cas n, m impairs
- Cette condition exige que n; et m; sont impairs, donc d’apres a), le pged de Ty, et Ty est Ty ol
g est le pgcd de m et n.

e - Cas n, m des puissances de 2.
- Dans ce cas I'un des n; et m; est pair et I'autre vaut 1, donc d’aprés b) T, et Ty, sont premiers
entre eux.

I1l- Un théoréeme

I1I-A Préliminaires

11-A-1

11-A-2

(Th)n est suite commutante

- deg(Tn) =n.

-V0 € Ryvn,m € N, ThoTm(cos(0)) = Ta(cos(mB)) = cos(nmB) = Tam(cos(0)), donc par unicité
TnOTm = Tnm = Tmn = TmOTn~

G est un groupe

- VP, Q € G, deg(PoQ) = deg(P).deg(Q) =1, donc la loi o est une loi de composition interne qui est
associative.

- VP € G, PoX = XoP = P, donc X est I'élément neutre de G.

i - —-b
- L'inverse de P =aX + b est P =X c G.
- On conclut que G est un groupe.

[1I-B Commutant de X* et T,

111-B-1

111-B-2

111-B-3

111-B-4

Q est unitaire
Soit Q de degré n > 1 et de coefficient dominant q # 0, tel que P,0Q = QoP, alors en égalisant les
coefficients dominants de ces deux membres, on obtient q? = q, donc q = 1.

Commutant de X?

e - Soit Q1 et Q2 deux polyndmes de degré n > 1 commutant avec Py, alors d’aprés la question
précédente, ils sont unitaires, donc si in pose R = Q1 — Q2, on aura deg(R) < n.
- RoPs = Q10Pa — Q20P = PooQ1 — PooQ2 = Q7 — Q3 = (Q1 — Q2)(Q1 + Q2) = R(Q1 + Q2), ce
qui donne par passage aux degrés que

2deg(R) = deg(RoP«) = deg(R(Q1 + Q2)) = deg(R) + n, donc deg(R) = n, ce qui est contradictoire
avec deg(R) < n.

e - ¥n e N*, X™ commute avec X? et c’est I'unique polyndme de degré n.

- Si P = A est un polyndme constant qui commute avec X2, alors A2 = X?0P = PoX? = A, donc
A e{0,1}.

- En conclut que C(X?) ={0}U{X™ / n e N}

Existence de U et «

-Soit P=aX*+bX+cet U=yX+p avec a #£0 ety #0.

- UoP = Pool &= y(aX? + bX+c) + B = (YX+ B)* + «, ce qui aboutit 3 un systeme qui admet une

4 2b — b?
unique solution a savoir U = aX + g et Po = X* + %bb.

-Lecas P =T, =2X*—1, donne U =2X et Py = X* — 2.

Commutant de T,

- Soit Q de degré n > 1.

La question précédente entraine que UoT0U™! = P_5, donc

Q €C(T2) &= QoT, = T,0Q &= UoQoU 'oP_; =P _0UoQoU ' & UoQolU " € C(P_,).
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- D'apres la question (II — B —2), P_, admet au plus un commutant de degré n > 1, or
vn > 1, T, commute avec T, donc UoThoU™" commute avec P_5 par unicité c'est le seul de degré
n > 1, donc Q = Ty.

- De plus si P = A commute avec T, alors A = 2A% — 1, ce qui exige que A € {—%, 1}
1
- En conclusion C(T2) = {7§}U{Tn / n €N}

"n-C .

[1I-C-1 Les « répondant a la question
- Soit Q un polyndme de degré 3 qui commute avec Pq, alors Q est unitaire de la forme
Q=X>+aX* +bX+c.
- L'égalité QoPy = P,0Q se traduit par (X*+a«)3+a(X*+o)?+b(X*+a)+¢c = (X3 +aX?+bX+c)*+«,
le premier membre est un polynéme pair, donc les coefficients de X%, X3, X sont nuls dans le deuxieme
membre, ceci exige que a =c =0.
30=2b
- L'égalité devient (X? 4+ o)® +b(X? + &) = (X3 + bX)? + «, ce qui exige le systeme{ 30? +b = b?
o +ba=oa
la solution du systéeme est o« € {0,—2} et b = %cx, ce qui donne Q = X3 sia=0et Q= X3 —3Xsi
o =—2.
- Réciproquement on vérifie que X> — X commute avec P_, et X> commute avec Py. avec
[1I-C-2 Théoreme de Block et Thielmann
- Soit (Fn)n une suite vérifiant (III—1) et soit n > 1, alors F,, commute avec F», or d'aprés (III—B—3),
dx e Cet U € G tel que F, = U "oPyoU, or F3 commute avec F» = U 'oP4olU, donc UoF;0U™"
commute avec Py qui est de degré 3, ce qui entraine d'aprés la question précédente que x € {0, 1}.
e-Siax=0,o0nauraF; = Uf]oPooU = Uf]onoU, et par suite F, commute avec Uf]onoU, c'est
3 dire UoFnoU™' commute avec X2, or C(X?) = {0} U{X™ / n € N}, donc UoF,oU™' = X™ c'est 3
dire F, = U™ oX™oU.
e-Siax=—2 onauraF, =U 'oP_,0U, donc F,, commute avec U~'oP_,0l, et par suite UoF,oU ™"
commute avec P_,, or d'aprés la question (III — B — 3), P_; = VoT,oV™' avec V = 2X € G,

f
ce qui entraine que V~'oUoF,oU "oV commute avec T,, or C(Tz) = {72} U{Tn / n € N}, donc
WoF,oW ™! =T, d'oli F, = W 'oT,oW avec W = V~ToU.

IV-Puissances dans GL,(Z)

IV-A Condition nécessaire et suffisante d’inversibilité
- = Soit M € GL2(Z), alors MM ™" =1, donc det(M)det(M™") =1, or det(M) € Z et det(M™") € Z,
donc det(M) = +1.
a C

-<:SO|tM:<b d

-1 _ —d C
wo(E5)

IV-B Relations entre les polyndmes de Dickson et Tchebychev

d

> € M2(Z) tel que det(M) = +1, alors M~ = ( b

¢ > si det(M) =1 et

- Soit (x,a) € C x C*, alors en posant Gn(x) = ZI?D"(ZXQ’ a?) et Ho(x) = %En(ZXQ, a?), on aura

-Go(x) =1, Gi(x) = lxa =x et Gni2(x) Dny2(2xa, a?) =

2a = 2an+2

1
= W(ZXGDn+1 (2xa, a?) — a’Dn(2xa, a?)) = %DHH (2xa, a?) —

= 2xGn+1(x) — Gn(x).

- La suite (G )n vérifie la relation (I-1), donc par unicité Vn € N, G, = Ty, ce ci entraine que V(x, a) € CxC*,
Dn(2xa, a?) = 2a™Ta(x). les fonctions sont polynémiales des deux variables x, a, donc I'égalité est vraie sur
Cc?.

- De méme on vérifie Ho(x) = 1, Hi(x) = 2x et Hn12(x) = 2xHn11(x) — Hn(x), donc par unicité

vn € N,H,, = U, et pour les mémes raisons |'égalité est vraie sur CZ.
n

1
FDH(Zxa, a?) =

< SR TI: a a

- On va montrer par récurrence |'égalité Dy, (x + 2 a) =x"+ o
- L'égalité est vrai pourn=0etn=1.
- Supposons que pour un certain n € N, I'égalité est satisfaite pour n et n + 1, alors

a a a a
Dni2 | x4+ —ya)=(x+—=)Dny1 {x+—,a) —aDn (x+ —,a | =

X X X X

a an+1 an an+2 . ) .

= (x+ ;) (x“” + ) —a <x“ +— | =x"" 4 ~ ce qui établie la récurrence.

xn+1 xn n+2"’

a a an+1
- De méme on montre par récurrence |'égalité (x — — | En (x+ —,a) = D S —
X X Xn+l
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- L'égalité est vraie pourn=0etn=1.
- Supposons que pour un certain n, I'égalité est vraie a I'ordre n et n + 1, alors

a a a a a a a
(X,,) Eni2 <x+7,a> = (x+7) (X,,) Enit (erf)a) ,a<X,,> En (x+f,a) =
X X X X X X X

n+2 n+1 n+3
= (x—l— %) X"+ — znﬁ —ax™'— :nH =[x — 271+3> ce qui établie la récurrence.
IV-C .
IV-C-1 On montrer cette égalité par récurrence sur n > 2.
- Pour n = 2, c'est le théoreme de Gayley-Hamilton. O, = xg(B) = B?> — Tr(B)B + det(B)I;, donc
B2 = 0B — vI; = E1(0,Vv)B — vEo(0, v)12.
- Supposons que pour un certain 1. > 2, I'égalité est vérifiée, alors
B™ = E,._1(0,v)B? — vEa_2(0,V)B = (0En_1(0,v) = VEn_2(0,V)) B — VEn_1 (0, V)L> =
=En(o,v)B —vEn_1(0, V)2, ce qui établie la récurrence.
e - Soit A, u € C* les valeurs propres de B, alors Au =det(B) =vetA+pu=A+ % =Tr(B) = o,
donc en profitant de la relation (IV — 1), on obtient
Tr(B™) = A" + 1™ = A" 4+ XT — D, (7\ + %v) — Du(o,v).
IV-C-2 A étant une puissance n“™ dans GL;(Z), alors 3B € GL,(Z) tel que A = B™, on note comme dans
(IV—C—1) 0 =Tr(B) et v = det(B), alors d’apres I'égalité précédente,
A =B" =E,_1(0,v).B—vEr_2(0,Vv).I2, ce qui donne par comparaison des coefficients et en notant
B = (bij)i<ij<2
a—d= (b1‘1 — bz,z)En71 (O',V), C = szEnf] (O',V) et b= b1,2En71 (O',V).
- 0 et v sont dans Z, on va montrer par récurrence sur n € N que E,(0,v) € Z.
-Eo(o,v)=1€Zet Ey(0,v) =0 € Z.
- Supposons que pour un certain n € N, En(0,Vv) € Z et Eny1(0,V) € Z, alors
Ent2(0,v) = 0Eny1(0,v) — VEn (0, V) € Z, ce qui établie la récurrence.
- Les égalités précédentes assure la proposition (i).
- L'égalité A = B™ entraine que T = Tr(A) = Tr(B™) = Dn(0,v) (d'aprés la question précédente, et
T=det(A) = det(B™) = (det(B))™ = v™ , ce qui établie (ii).
IV-C-3  a ) e Soit «, g{ les racines du polyndme X*—oX+v, alors d'aprés la condition (ii) et I'égalité (IV—1),
T=Dn(0o,v) =Dn(ax+ %,v) =ao"+ %, donc grace a cette égalité et a 5 = v™ de la condition
(ii), T — 46 = (oc“ + :c“) — 4yt = <oc“ — Zc“) , ce qui donne d’aprés I'égalité (IV — 1),
2 2 2
45 = (oc— X) E2_,(0,V), or (oc— X) = (oH— X) —4v = ¢% —4v, donc
« « «
T — 45 = p?(a? —4v).
.Tu—st:l 0_2_ [(1 Zd) —lgzl 0_2_ (a+b) 4((1d bC) _
4 P p> 4 p?
1(, T—45 1,5, ,
_4(6— pz >_4(G —(U —4\/)):\/.
e C'est clair que la condition (i) entraine que s € Z et t € Z, donc Tu = v + st € Z, de plus
a—d a—d . , . a—d a—d .
(0— J(o+ ) = 4ru est pair, donc |'un dse entiers 0 — = ou o+ est pair, ce
qui entraine que u € Z ou 1 € Z, mais puisque U+ 1 = 0 € Z, il suffit que I'une des deux soit dans
7 pour que l'autre soit aussi dans Z, donc w € Z et r € Z.
- det(B) =v = &1, donc d'apres (IV— A) B € GL,(Z).
b ) - L'égalité B = En_1(0,Vv).B — VE_2(0, V).l entraine que B = p.B — vE,_»(0,v).I, =
< )c( E > ol on a posé x =pr—VEn_2(0,v) et y =pu—vEr_2(0,V).
- Reste a montrer que (x,y) = (a,d).
1 _
- L'égalité T = Dn(0,v) = Tr(B™), entraine que a+b = x+y et des égalités r = 5 (G+ a = d),
1 a—d . a—d
u==|(o— ontirer—u=——,doncx—y=a—d.
2 p p
- On a donc { xty=atd , donc a = x et d =y, ce qui entraine que B™ = A.
x—y=a—d
IV-C-4 - On choisit o et v pour que E»(0,v) = 0> —v divise 5 et 10 et 7—7 = 0. 0 = 2 et v = —1 conviennent.

1 2

- Onobtientr=1,s =2t =1 etu—1,doncB—< 11

), on vérifie bien que B3 = A.
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