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Extrait

Probléme

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2, on désigne par £ = .#,,(R) 'espace vectoriel des matrices
carrées d’ordre n a coefficients réels et on note par E* = Z(E,R), le R-espace vectoriel des formes linéaires
sur F, (une forme linéaire sur F est une application linéaire de E sur R). On rappelle qu'un hyperplan de E
est un sous-espace vectoriel supplémentaire a une droite vectorielle dans E. La matrice transposée de M est
notée ‘M. Si M € E, on note Vect(M) le sous-espace vectoriel de E engendré par M. On désigne par I, la
matrice unité de ., (R) et pour tout s € N, on note [1,n] = {1, ..., s}.

On définit l'application trace, notée Tr, de E vers R comme suit, pour tout M = (m;;)i<ij<n € E,

n
Tr(M) = > my k.
k=1

L’objet du probléme est de montrer, dans la partie V, que tout hyperplan vectoriel de £ contient au moins une
matrice inversible et dans la partie VI, que tout hyperplan vectoriel de £ qui est muni d’un produit scalaire,
contient au moins une matrice orthogonale.

Partie I
Ftude de quelques propriétés de ’application trace

1. (a) Montrer que Tr est une forme linéaire.

(b) Montrer que pour tous éléments A et B de E, Tr(AB) = Tr(BA) = Tr((*A)(‘B)).

(c) Déterminer la dimension de ker Tr.

(d) Montrer que E = ker Tr & Vect(I,,).

(e) Vérifier que ker Tr est un hyperplan de £ qui contient au moins une matrice inversible.
2. Soit ¢ I'application qui, a toute matrice M de E associe (M) = M + Tr(M)I,.

(a) Montrer que ¢ est un automorphisme de E.

(b) i. Déterminer Ey(p) ={M € E; ¢o(M)= M}.

ii. Montrer que E,,11(p) ={M € E; o(M) = (n+1)M} = Vect(l,).

3. Soit J une matrice non nulle de £ dont la trace est nulle. On considere 1 I'endomorphisme de £ qui, a
toute matrice M de E associe ¢(M) = M + Tr(M)J.

Vérifier que: 2 —2v% +1d =0

Partie II
Un premier résultat préliminaire

Soient F' et G deux espaces vectoriels de dimensions respectivement finies p € N* et m € N*. Soit u une
application linéaire de F' vers G, de rang r tel que € N. .#,, ,(R) désigne I'espace vectoriel des matrices a
coefficients réels, a m lignes et p colonnes.

1. Soit Fy un supplémentaire de keru dans F, on considére l'application v : F; — Im(u) telle que
x +— v(z) = u(z). Montrer que v est un isomorphisme.



2. On suppose que 0 < r < min(p, m) et on note # = (e, ..., ep) une base de F, telle que (eq, ..., e,) soit
une base de F} et (€,41, ..., €p) une base de ker u. On pose, pour tout entier naturel i € [1,7], &; = v(e;).

(a) Montrer qu’il existe une famille (¢,41, ..., &) de vecteurs de G, telle que la famille € = (1, ..., em)
soit une base de G.

(b) Déterminer Matg «(u), la matrice de u relativement aux bases % et .
3. En déduire que pour toute matrice M de .#,, ,(R), si 0 < r = rg(M) < min(m,p), alors il existe
deux matrices inversibles S et T respectivement de .#,, (R) et .#,(R) telles que M = SJ,, ,,T~" avec

Impr = ( {)T 8 ) € Mm p(R) et I, la matrice identité de .4, (R).

4. Quelle est la forme de la matrice J,, p, ,, dans chaque cas suivant, (0 <r=p <m), (0 <r=m <p),(
0 < r = m = p)? Justifier la réponse.

Partie III
Un deuxieme résultat préliminaire

Soit L un espace vectoriel sur R de dimension finie s( s € N* ). Notons L* = .Z(L,R) I'espace des formes
linéaires de L. Soit 4 = (l4, ..., ls) une base de L. On note, pour tout € [1, s], [} la forme linéaire sur L définie
1 sii=j

; PN (1) =87 ou &7 —
de la facon suivante, pour tout entier j € [1, s, [;(l;) = ] o 6] = { 0 sinon

, le symbole de Kronecker.

1. Montrer que #* = (I}, ...,1%) est une famille libre de L*.
Soit z € L tel que x = Z x;l;, montrer que, pour tout j € [1, s, I () = z;.
i=1

. En déduire que #* est une famille génératrice de L*.

N

W

4. En déduire la dimension de L*.

Partie IV
Une caractérisation d’une forme linéaire sur F

Soit A une matrice de E, on définit 'application ¢4 de E vers R, de la fagon suivante, pour tout M de E,
pa(M) =Tr(AM).
1. Vérifier que ¢4 est une forme linéaire sur £.

2. Soit h I’application définie de E vers E* par A — h(A) = ¢4.
Soit (4, j) € [1,n] x [1,n], une matrice élémentaire E; ; = (ex,1)1<k,i<n € #n(R) est définie comme suit,
pour tout couple d’entiers (k, 1) € [1,n] x [1,n], ex; = 6487, (3% (resp. 67) est le symbole de Kronecker
qui est défini dans la partie III).

(a) Vérifier que h est une application linéaire.

(b) i Onpose A = (ar,i)i<k,i<n € #n(R) etsoit (4, 5) € [1,n] x [1,n], calculer ¢ 4(E; ;) en fonction
des coefficients de la matrice de A.

ii. En déduire que h est injective.

(c) En déduire que h est un isomorphisme d’espaces vectoriels.



Partie V
Tout hyperplan de E contient au moins une matrice inversible

Soit H un hyperplan de E.
1. Montrer que pour toute matrice A non nulle de £ qui n’appartient pasa H,ona E = H & Vect(A).

2. Montrer qu'il existe une matrice B de F telle que H = ker(¢p).

0o ... ... 0 1

1 0
3. Onnote r = rg(B) et on considére la matricede £, P, = | 0

0 0 1 O

(a) Montrer que P; est une matrice inversible.

rii=1s11<i<r

. . Montrer
r;,; = 0 sinon

(b) On suppose que 0 < r < n et onnote R, = (7; j)1<i,j<n , aVeC {

que P; appartient a ker(¢g,).

4. En déduire que tout hyperplan H de E contient au moins une matrice inversible.

Fin extrait



