Equation matricielle

R désigne I'ensemble des nombres réels.
On considérep un entier naturel supérieur ou égal a 2.

On notera :

M,(R) I'ensemble des matrices carrées d’ordre 2 a apefiis réels,
GL,(R) I'ensemble des matrices inversibles dg(R),

D,(R) I'ensemble des matrices diagonalesMg(R) et

I la matrice identité dé/,(R) .

Le but de ce probléeme est I'étude des ensenilgs) = {A € M,(R)/ A" =1},

Dans les parties Il et [IIF désigne uneR -espace vectoriel de dimension 2 muni d’'une bi&se(e,e,), et
Id, désigne l'identité dev .
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Partie | : Etude générale

R(p) est-il un sous-espace vectoriel fig(R) ?
Soit A€ R(p) . Montrer queA € GL,(R) et queA™ € R(p) .
Soit A€ R(p) et P € GL,(R). Montrer queP *AP € R(p) .

Montrer queR (p) N D,(R) est un ensemble fini dont on déterminera le caidin

On considérg un entier naturel supérieur ou égal a 2, et oelégpg le plus grand diviseur commun a
p et q. Montrer queR(p)NR(q) =R(d) .

Partie Il : Cas p=2

. a b
SO|tP_[C d

une matrice deé\/,(R) et Q _[ d _ab] :

Exprimer la matricé() .
En déduire qué® est inversible ssid —bc =0 et exprimer son inversB * lorsque tel est le cas.
Soit A un élément dek(2) tel queA=1 et A= —1I et soitu I'endomorphisme d&/ dont la matrice

dans la basé3 est A .
Démontrer quéer(u — Id, )@ ker@u+ Id, )=E .

En déduire qu'il existe une base Hedans laquelle la matrice deest[cl) 01]'

Montrer qu'il existe quatre réelsb,c et d tels quead —bc=0 et A=

1 ad+bc  —2ab
ad—be\ 2cd  —ad—bc)’

Partie Il : Cas p=3

Dans toute la suite du problem&, désigne un élément d&,(3), et v I'endomorphisme de€Z dont la matrice

dansB est M . On considére les ensembl&s= ker(v— Id, ) et G =ker@> +v+ Id,) ol v’ =vow .
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Montrer queF’ NG = {0}.
Soitz € E . Montrer que:—];(x +u(z) +0v*(z) €F et que:—]g'(Z:r —v(z)—v* (@) EC .

En déduire quél = F oG .
Que peut-on dire dé&/ si F' est de dimension 2 ?
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Le but de cette question est de montrer a I'dide raisonnement par I'absurde géen’est pas de
dimension 1. On suppose donc glieest de dimension 1.

Montrer qu'il existe une basg=(g,.9,) de E telle queF soit la droite vectorielle engendrée paret
G soit la droite vectorielle engendrée par.

En considérant le vecteuf(g,) + v(g,) + g,, obtenir une contradiction.

On suppose dans cette question guest de dimension 0.
Montrer que(e;, v(e,)) est une base d&'.

En déduire qu'il existe un réel et un réel non nub tels queM ==

1fadb —1—a—a®
b|b? —ab—b |



