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Notations pour I’ensemble du sujet :
K désigne R ou C.
On note, pour # entier naturel, n>2 :
- M (K) le K-espace vectoriel des matrices carrées de taille n a coefficients dans K.

- D, (]R) le sous-espace vectoriel des matrices diagonales de M, (R)

EXERCICE

Q1. On munit M, (R) du produit scalaire canonique (<A|B>=trace ("A.B)), déterminer

(Dn (R))L, ’orthogonal de D, (R) pour ce produit scalaire.

PROBLEME - Théoréme de décomposition de Dunford

On admet le théoréeme suivant que I’on pourra utiliser librement :

Si A4 est une matrice de M, (K) telle que son polynéme caractéristique ¥ , soit scind¢ sur K, alors
il existe un unique couple (D,N ) de matrices de M, (K) vérifiant les quatre propriétés :

(1) A=D+N ;

(2) D est diagonalisable dans M (K) (pas nécessairement diagonale) ;

(3) N estnilpotente ;

(4) DN=ND.

De plus, D et N sont des polynémes en 4 et ¥, = x,,.

Le couple (D,N ) s’appelle la décomposition de Dunford de 4.

Partie I - Quelques exemples

Q2. Donner le couple de la décomposition de Dunford d’une matrice 4 de M, (K) lorsque A est

diagonalisable, puis lorsque la matrice 4 de M, (K) est nilpotente.

Justifier qu’une matrice trigonalisable vérifie I’hypothése du théoréme, admettant ainsi une
décomposition de Dunford.

1 0)(0 1
Le couple de matrices (( j,( On est-il la décomposition de Dunford de la matrice

0 2/0
11
?

Q3. Donner un exemple d’une matrice de M, (R) n’admettant pas de décomposition de Dunford

dans M, (R).
3 0 8
Q4. Soit la matrice A={ 3 -1 6
-2 0 -5
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Calculer son polynéme caractéristique y ,, puis donner le couple (D,N ) de la décomposition

de Dunford de 4 (on utilisera le fait que y , = 7).

QS. Application
+00
Pourd e M, (K),exp(d) =) iAk est ’exponentielle de la matrice A.
i=o k!
Déduire de la question précédente 1’exponentielle de la matrice 4 définie en Q4.
On pourra utiliser sans démonstration que si M et N sont deux matrices de M, (K) qui

commutent, exp (M +N) =(expM ) (exp N).

Q6. Soit AeM, (K) telle que 4>(4—1,)=0.

Justifier que le polyndme X (X —1) est annulateur de la matrice AZ.
Démontrer que le couple (D,N ) de la décomposition de Dunford de la matrice 4 est donné

par: D=A? et N=A— A>.

Partie II - Un exemple par deux méthodes

3 -1 1
Soit la matrice A={2 0 1
1 -1 2

On note u I’endomorphisme de R3 canoniquement associé a la matrice 4.
On notera id I’application identité de R3.

Q7. La matrice 4 est-elle diagonalisable dans M, (R) ?

Démontrer qu’on a la somme directe : R3 = ker(u —id) @ ker(u —2id)?.

Q8. Déterminer une base (el, ez,e3) de R3 telle que :
ker(u —id) = vect {el } , ker(u—2id) = Vect{ez} et ker(u —2id)? = vect {62 N }
Ecrire la matrice B de u dans la base (el, ez,e3) de R3.

Q9. Déterminer le couple de la décomposition de Dunford de la matrice B et en déduire le couple
(on calculera ces matrices) de la décomposition de Dunford de la matrice 4.

1
(X D) (X -2y

Q10. Décomposer en ¢éléments simples la fraction et en déduire deux polynémes

Uet Vtels que :
(X -DUX)+(X=2)*V(X)=1 avec degU <2 et degV <1.

Q11. On pose les endomorphismes : p =V (u)o(u—2id)? et ¢ = U(u)o (u—id).
Calculer p(x)+g(x) pour tout x vecteur de R3.
Démontrer que p est le projecteur sur ker(u—id) parallélement a ker(u —2id)? et g est le
projecteur sur ker(u —2id)? parallélement a ker(u —id).
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QI12.

On pose d=p+2q. Ecrire la matrice de d dans la base (e ez,e3) de R3 (de la

17
question Q8).

Déterminer le couple de la décomposition de Dunford de la matrice 4 en exprimant D et N
comme polyndmes de la matrice 4 (sous forme développée).

Partie I1I - Une preuve de I’unicité de la décomposition

Q13.

Ql14.

Q1s.

Q16.

Q17.

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension #.

Soient u et v deux endomorphismes diagonalisables de E qui commutent. On note
A A ,...,ip les valeurs propres de u et pour tout 1<i< p, E; (u) le sous-espace propre de u
associ¢ a la valeur propre 4.

Démontrer que tout sous-espace propre de u est stable par v.
En déduire qu’il existe une base commune de diagonalisation pour u et v.
Pour tout 1<i< p, on pourra noter v, I’endomorphisme induit par v sur Ej; (u).

Soient 4 et B deux matrices diagonalisables de M, (K) qui commutent. Démontrer que la

matrice A — B est diagonalisable.

Soient 4 et B deux matrices nilpotentes de M, (K) qui commutent, démontrer que la matrice

A— B est nilpotente.

Déterminer les matrices de M, (K) qui sont a la fois diagonalisables et nilpotentes.

Dans cette question, on admet, pour toute matrice carrée 4 de M, (K) a polyndéme

caractéristique scindé, I’existence d’un couple (D, N ) vérifiant les conditions (1), (2), (3), (4)
et tel que D et N soient des polyndomes en A.
Etablir I’unicité du couple (D, N) dans la décomposition de Dunford.

Partie IV - Non continuité de ’application 4 — D

Q18.

Q19.
Q20.

On note D I’ensemble des matrices de M " ((C) qui sont diagonalisables.

D est-il un espace vectoriel ?

Si P est une matrice inversible de M (C), justifier que I’application de M ((C) vers
n n
M, (C), M+ PMP" est continue.

Démontrer que D est dense dans M, (C).

Si (D,N ) est le couple de la décomposition de Dunford d’une matrice 4, on note ¢

I"application de M, (C) dans D qui a la matrice 4 associe la matrice D.

Justifier que ¢ est lapplication identité sur @ et en déduire que I’application ¢ n’est pas
continue.

FIN
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EXERCICE

On munit MH(R) du produit scalaire canonique ((A‘B)ztrace(’A.B) ), déterminer

(Dn (R))l, I’orthogonal de D, (R) pour ce produit scalaire.
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EXERCICE

On munit M, (R) du produit scalaire canonique ((A‘B)ztrace('A.B) ), déterminer

(D (]R))l, I’orthogonal de D, (R) pour ce produit scalaire.

Yo A =(Ag) eM, (R).
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Partie I - Quelques exemples

Q2. Donner le couple de la décomposition de Dunford d’une matrice 4 de M, (K) lorsque A est

diagonalisable, puis lorsque la matrice 4 de M (K) est nilpotente.

Justifier qu’une matrice trigonalisable vérifie I’hypothése du théoréme, admettant ainsi une
décomposition de Dunford.

1 0)(0 1
Le couple de matrices [(0 2} (O OD est-1l la décomposition de Dunford de la matrice
1
?
0 2

@ Donner le couple de la décomposition de Dunford d’une matrice 4 de M, (K) lorsque 4 est

diagonalisable

Yok A €M, (IK) Q,h'o\%gvxa\\] e

(O\na A_A+0 i/} druaa‘v\a\lja\/t
0 \,\A(Po—!w-l-(,

24(5%/., ol le ,OLC/PWfOl{‘HM le @Uh,j&rd ol AH(L (/4, o) -
En ({J‘l— : (1) A=D+N ;

(2) D est diagonalisable dans M, (K) (pas nécessairement diagonale)

?0)0’1) ,Dﬁ A & N—.:O (3) N estnilpotente ;

(4) DN=ND.
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Q{Quffe ol | OLC/w‘fol{‘lwé-I\ e Q)Uh,j&fd ol A_m/l» (0 A -
En "{“{”& : (1) A=D+N ;

(2) D est diagonalisable dans M (K) (pas nécessairement diagonale)

/‘IDO )&"1) /Dj O ok N—: A (3) Nestnilpotente ;
(4) DN=ND.

—> A-D+nN iC'mf\i
Q’D Q!l‘a\%wlfjc‘{e Cer 9 “‘\4"
—>/\l "V\;L'TDJW\JW Cor A |leb

: = :’A'
%,@I\/_—;N/D Cor OA=9 O D

Justifier qu’une matrice trigonalisable vérifie I’hypothése du théoréme, admettant ainsi une
décomposition de Dunford.

Oﬁﬁfp{)/ﬂml x?m Aé/ﬂhm@ evh- fllf;%%‘ndkjflg( '
’94/"‘” }é/ﬂ (x) i Aend? olens (K-

B clor Mypotac o Hewtme i dgus.

1 0)(0 1
@ Le couple de matrices [(0 2} [0 OD est-il la décomposition de Dunford de la matrice
1

b o)
Nodrs A¢(4 7),; D = (::),N:(:i)

0 4
% examinamt ks é}uﬂ#f Coma Hiws Cr-olissons , pu Woue

\?W{ 4),,1)&3) Aol \3’61‘4:;'!3,0\445\] 4) now .
2
(One DNEND e DN = (& 5 )N D= (0 )

(1) A=D+N ;

(2) D estdiagonalisable dans M (K) (pas nécessairement diagonale)
(3) N est nilpotente ;

() DN=ND.
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Q3. Donner un exemple d’une matrice de M, (R) n’admettant pas de décomposition de Dunford

Id

dans M, (R) i
@h G Si 4 est une matrice de M, (K) telle que son polyndéme caractéristique ¥, soit sc.indé sur K, alors
il existe un unique couple (D, N) de matrices de M (K) vérifiant les quatre propriétés :
(1) A=D+N ;
(2) D est diagonalisable dans M, (K) (pas nécessairement diagonale) ;
(3) N est nilpotente ;

THINVIHA

(4) DN=ND.

De plus, D et N sont des polyndmes en 4 ety , = /-

Le couple (D, N) s’appelle la décomposition de Dunford de A.
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3 9 8
Q4. Soitlamatrice A= 3 -1 6
-2 0 -5

Calculer son polynome caractéristique y ,, puis donner le couple (D,N) de la décomposition

de Dunford de 4 (on utilisera le fait que y , = 7).

@ Calculer son polyndome caractéristique y

X-2 o -8
N
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