Travaillez ce qui est marqué
La solution est en bas

EXERCICES MPSI

[ Structures algébriques ]
usuelles

Exercice 1 :

Soit (G, .) un groupe de neutre e et vérifiant
Vee @G, 2> =e

Montrer que G est abélien.

Exercice 2 :

Montrer que

1) H est un sous-groupe de (C,+) ou
H={a+bw/ abeZ}etweC firé
2) H est un sous-groupe de (C*, x) ou
H={w"/meZ}etweC" fizré
3) H est un sous-groupe de (Sg,0) ou

H={fe€Sg/ fla)=a}. a € E fixé, et E en ensemble non vide

Exercice 3 :

Soit (G, x) un groupe. Montrer que
1) aHa ' = {aha™!/ h € H} est un sous-groupe de (G, x) ot

H un sous — groupe de G, et a € G fixé
2) C est un sous-groupe de (G, x) ou
C={reG/VgeG, x xg=gxu}

C s’appelle le centre de G

Exercice 4 :

Pour tout (a,b) € C* xC, f,: C — C; z— az +b.
Notons H = {fap / (a,b) € C* x C}. Montrer (H,o) est un groupe.
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EXERCICES MPSI

Exercice 5 :

Soient H et K deux sous-groupes d'un groupe (G, .).
Montrer que

(H UK est un sous — groupe de G) < (H C K ou K C H)

(Les sous-gropues de (Z,+) )
Notation : nZ = {nk / k € Z} ; pour tout n € N.
On se propose de montrer que les sous-groupes de (Z,+) sont les nZ ou

n € N. Autrement dit :
(H sous — groupe de 7) < (H est de la forme nZ, ot n € N)

I) Soit n € N. Vérifier que nZ est un sous-groupe de (Z, +).
IT) Réciproquement. Soit H un sous-groupe de (Z,+).
1) Vérifier que si H = {0}, alors il est de la forme voulue.
2) Supposons que H # {0}
i) Justifier que H" = {h € H / h > 0} posséde un plus petit
élément. (Notons-le a).
On vérifiera que H = aZ.

ii) Montrer que aZ C H.

iii) En effectuant la division euclidienne d’un élément de H par
a , montrer que H C aZ.
H est ainsi de la forme voulue.

III) Montrer que pour tout sous-groupe H de (Z,+), il existe un unique
n € N tel que H = nZ

Exercice 7 :

Soit (A, +, X) un anneau.

Un élément a de A est dit idempotent si et seulement si x> = x ;

c-a-d T X T =2

1) Montrer que si x et y sont idempotents et commutent, alors z X y est
aussi idempotent.

2) Montrer que si x est idempotent et inversible, alors =1 est idempotent.

Exercice 8 :

Soit (A, +, x) un anneau de neutres 0 et 1.

Définition : Un élément a de A est dit nilpotent si et seulement il existe
n € N* tel que a™ = 0.

Soient a,b € A.

1) Supposons que a et b nilpotents et commutent.
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EXERCICES MPSI

i) Montrer que ab est nilpotent.
ii) Montrer que (a + b) est nilpotent.
2) Montrer que
(ab nilpotent) = (ba nilpotent)
3) Montrer que
(a nilpotent) = ((1 — a) inversible)

Préciser I'inverse (1 — a)~! en fonction des puissances de a.

( Anneau de Boole )

Soit (A, +, x) un anneau de Boole; c-a-d que c’est un anneau vérifiant :
Vee A, 2=z
1) a) Montrer que
Ve,y e A, zy+yzr =0
b) En déduire que
i) Ve e A, 22 =0
ii) L’anneau A est commutatif.
2) Considérons la relation binaire < défine sur A par
XYy yr==x

Montrer que < est une relation d’ordre.
3) a) Montrer que
Ve,y € A, zy(z+y) =0

b) En déduire que si 'anneau de Boole A est en plus intégre, alors il ne
contiendra que deux éléments.

’Exercice 10 : ‘ ( Anneau de Gauss )

Notons Z[i]| = {a + bi / a,b € Z}.

1) Montrer que (Z[i],+, X) est un anneau commutatif.
Cet anneau s’appelle 'anneau de Gauss.

2) Montrer que le groupe des éléments inversibles de 'anneau de Gauss et
{1,-1,1,—1}.

Indice : vous pouvez utiliser que si z, 2’ € C, alors |z x 2/|? = |2|? x |2/|?

’Exercice 11 :‘
Soit (A, 4+, X) un anneau non nul, commutatif et fini.
Montrer que

A est intéegre < A est un corps

Indice : On admet qu’une application injective d’un ensemble fini vers lui-
méme est bijective.
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Exercice 1 :
Soit (G,.) un groupe de neutre e et vérifiant

VzeG, z2=e

Montrer que G est abélien.
Ov\ﬁ: (Vwﬂe é,’ %-X:e)
Amc: (VreG 2 =2)

Joak 1dge G Mondeoss gue Ay =y -
Ona : 1y = (y) (d‘w)w?o (5#))
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‘Exercice -1
Montrer que

1) H est un sous-groupe de (C,+) ol
H={a+bw/abeZ}etweC fixé
2) H est un sous-groupe de (C*, x) ou
H={w"/ meZ}etweC" fixé
3) H est un sous-groupe de (Sg,0) ou

H={fe€Sg/ fla) =a}. a € E fizé, et E en ensemble non vide

Paluton

1) H est un sous-groupe de (C,+) ou

H={a+bw/abeZ}etweC fixé

ole
_XéH <f\ﬂ/ j(ZBCL\B%Z/ ?:ﬁ—kgw)

) o H ’ mfﬁ(mavx# ﬁ:\D:O
o) Fowale g eH: T Agoe (1) €4

Y&H <‘:—-‘7>(30~\|91LZ/ 7(’_'@—-{-‘3\/\])
4 geH = (Bevlent ) g =dbw )
INES /\_,a\léZ/z/f’lO-—L'e’Zl.
A _ fem )bV E T

v | H el o AM«MC de (@+)

2) H est un sous-groupe de (C*, x) ou

H={w"/ meZ}etweC" fizé
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3) H est un sous-groupe de (Sg,0) ou

H={f€Sg/ f(a) =a}. a € E fixé, et E en ensemble non vide

J) Mo o T_e H
(DV\D __T_’EégE d—IE{a):c\

Pr. ELAMIRI www.iamateacher.org



[
Dm T _¢c H .

) Sm/rjlﬁm,,/%wm G J0§7 e H
/\)"‘ 4 ;{/’%é 5{ /AQ/M /{0}'—46 SE

ﬁf,\%a:
({057) (<) = 4/ §71<))

(D»\G %/ﬁ)cﬁ /4/0/5 0\":5Ui(a)

= ({o57)(e) = 4/ 47(<))
- {l4)

-« ((&/ fér"/)
ol - (,{05”1)4%{.

% no L4 oest U ,48%5_,?(@%« du }9(%(%_:/0),
&//7

Pr. ELAMIRI www.iamateacher.org




|Exercice 3 :|
Soit (G, x) un groupe. Montrer que

1) aHa! = {aha~'/ h € H} est un sous-groupe de (G, x) ot
H un sous — groupe de G, et a € G fixé
2) C est un sous-groupe de (G, x) ou
C={xeG/VgeG, zxg=gxua}
C s’appelle le centre de G
e
1) qe aHat 4 (BheH = ohe)
\/)/@}_B_‘o e [e New gt e (G{, %)‘
(On ik WINE S "%n( aHa=% (Jh Un pers— plovge e (6’)0'
?} /M-%v(fdf ’mwd‘/&‘/'{fwf 0
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2) C est un sous-groupe de (G, x) ou
C={zxecG/VgelG, xxg=gxzx}

C s’appelle le centre de G
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Exercice 4 :
Pour tout (a,b) € C* X C, fo3:C—C; z— az+0b.
Notons H = {fap / (a,b) € C* x C}. Montrer (H, o) est un groupe.
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|Exercice 5 :|
Soient H et K deux sous-groupes d'un groupe (G, .).
Montrer que

(HU K est un sous — groupe de G) < (H C K ou K C H)
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Exercice 6 :| (Les sous-gropues de (Z,+) )

Notation : nZ = {nk / k € Z} ; pour tout n € N.

On se propose de montrer que les sous-groupes de (Z,+) sont les nZ ou
n € N. Autrement dit :

(H sous — groupe de ZZ) < (H est de la forme nZ, ou n € N)

)| Soit n € N. Vérifier que nZ est un sous-groupe de (Z, +).
(#) 0enZ (as 0=n-o k0O€L

(5) Tk g e WZ ool e Apend

4
A=W ,g;ﬂ' cZ
OV\G i%gnél L(an

=y =w(k A enZ | Cor EL
QM w A 4/ um Aou - (?rgwr - L,—(—)\

II) Réciproquement. Soit H un sous-groupe de (Z, +).
1)| Vérifier que si H = {0}, alors il est de la forme voulue.

Pepp e H-AGY-
OM H-o-Z a loct

A b A la’éefmc_ - luc

2) Supposons que H # {0}
i) [ Justifier que H' = {h € H / h = 0} posséde un plus petit

element Notonb-le a)
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On vérifiera que H = aZ.

ii) Montrer que aZ C H.
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|Exercice (i :|

Soit (A, +, X) un anneau.

Un élément a de A est dit idempotent si et seulement si x° = x ;
c-a-d T XxT =1

1) Montrer que si x et y sont idempotents et commutent, alors x X y est
aussi idempotent.

2) Montrer que si x est idempotent et inversible, alors z~! est idempotent.

TS )
1) VWW G e ")k X, 9 =Y kb Gme K9 =Y.
Vﬂm#ﬁn)/{,}mv (fm ):—x\\a
(\)Y‘ S 19;&31& ’ml\%{}:

2
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Exercice 8 :
Soit (A, 4, x) un anneau de neutres 0 et 1.

Définition : Un élément a de A est dit nilpotent si et seulement il existe
n € N* tel que a™ = 0.

Soient a,b € A.

1) Supposons que a et b nilpotents et commutent.

i) Montrer que ab est nilpotent.

ii) Montrer que (a + b) est nilpotent.

2) Montrer que
(ab nilpotent) = (ba nilpotent)

3) Montrer que
(a nilpotent) = ((1 — a) inversible)

Préciser I'inverse (1 — a)~! en fonction des puissances de a.
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meu) Gt Qo ok Lttt ok o ab=ba

) e [ab) ek rilpedert s

X
JneN™ a4 =<
T +S =
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2) Montrer que
(ab nilpotent) = (ba nilpotent)

Fagforna e (ab) o il
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3) Montrer que
(a nilpotent) = ((1 — a) inversible)

Préciser I'inverse (1 — a)~! en fonction des puissances de a.
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‘Exercice 9: | ( Anneau de Boole )
Soit (A, +, x) un anneau de Boole; c-a-d que c¢’est un anneau vérifiant :

Vee A, 22 =z

1) a) Montrer que
Ve,ye A, zy+yx =0
b) En déduire que
i) Vee A, 2z =0
ii) L'anneau A est commutatif.
2) Considérons la relation binaire < défine sur A par

TRYS Yr=2

Montrer que =< est une relation d’ordre.

3) a) Montrer que
Ve,y € A, zy(z+y) =0

b) En déduire que si I'anneau de Boole A est en plus intégre, alors il ne
contiendra que deux éléments.

T elubion
N—"""X

Soit (A, +, x) un anneau de Boole; c-a-d que c’est un anneau vérifiant :
Vze A, 22 =z

1) a) Montrer que
V:L',y = Aa $y+ym =1

/Oﬂ> 591“ 71"(}&4.1///7“1 ’)(3—;»?7{ —
(On ¢ (x *3)2, _ fery)

= h+9) (~t+y) =4y . ,
b v p
Cor b ok G000 ¥ =g 2 &
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2
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="

=7 Xwy e X Y
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Soit (A, +, x) un anneau de Boole ; c-a-d que c¢’est un anneau vérifiant :
Vee A, 22 =z

1) a) Montrer que
Ve,y€e A, xy+yz =0

b) En déduire que
i) Ve A, 22 =0

ii) L’anneau A est commutatif.
1)b) i) Sek wc A M Go A=
[ONG WA MY O /OH%(‘; ’/)d))

2. A
= AL 4N =0
7 =

-::7 2N =xO

Soit (A, +, xX) un anneau de Boole ; c-4-d que c¢’est un anneau vérifiant :
Vee A, 22 ==z

1) a) Montrer que
Ve,y€ A, zy+yx =0

b) En déduire que
i) Ve A, 22 =0
ii) L’anneau A est commutatif.

DY) i) D dedwire o [ lenrcon (A1) et Grmobeoh]
Sk aylA . M- Qoo T ey
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Soit (A, +, x) un anneau de Boole; c-a-d que c’est un anneau vérifiant :
Ve A, 2=z

1) a) Montrer que
Ve,ye A, zy+yx =0

b) En déduire que
i) Ve € A, 22 =0
ii) L’anneau A est commutatif.
2) Considérons la relation binaire < défine sur A par

=<0 pr==2

Montrer que < est une relation d’ordre.

»%) q///w(fm Lve é (@ une e lefin o lecdrc damn A ;

) 7T G L méflexioe %\‘:&
Sot ag A (Ohe S
Ol
Q
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N
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Pr. ELAMIRI www.iamateacher.org



or Ay v Cor A [Mw/%{f

lhes

i) Mook g et ke

S ok A, 2E A
Supy o (xly < yé}),f*“/ﬂ?“’mg;
2
_ N\
(O a ales %\31 a db a Nk - Gne 22
2‘95?
O"‘a A = ‘3(’1
:(%?)’x [Ca/ 2?79)
= 2 (4)
_ 2% Cer 2,7:7>
Il

Pr. ELAMIRI www.iamateacher.org



Soit (A, +, x) un anneau de Boole; c-a-d que c’est un anneau vérifiant :
Ve A, 2=z

1) a) Montrer que
Ve,y€ A, zy+yx =0

b) En déduire que
i) Ve A, 22 =0
ii) L’anneau A est commutatif.
2) Considérons la relation binaire < défine sur A par

Ty yr==x

Montrer que =< est une relation d’ordre.

3) a) Montrer que
Vo,y € A, zy(x +y) =0

2) 8) Soiest A e Mg g (rey)=c
mq’; .
el Y-+ - A o+
pU i

N At
NGk )

= AnYy

ﬁfd]ﬁf/}q 1))
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Soit (A, +, x) un anneau de Boole; c-a-d que c¢’est un anneau vérifiant :
Ve A, 22 =z

1) a) Montrer que
Ve,y € A, xy+yx =0

b) En déduire que
i) Ve A, 22 =0
ii) L’anneau A est commutatif.
2) Considérons la relation binaire < défine sur A par

TRYS Yr==2

Montrer que =< est une relation d’ordre.

3) a) Montrer que
Vo,y € A, zy(z+y) =0

b) En déduire que si 'anneau de Boole A est en plus intégre, alors il ne
contiendra que deux éléments.
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| Exercice 10 : | ( Anneau de Gauss )
Notons Z[i| = {a + bi / a,b € Z}.

1) Montrer que (Z[i], 4+, x) est un anneau commutatif.
Cet anneau s’appelle l'anneau de Causs.

2) Montrer que le groupe des éléments inversibles de I'anneau de Gauss et
{1,-1,3,—i}.
Indice : vous pouvez utiliser que si z,2’ € C, alors |z x 2/|? = |z|? x |z
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Exercice 11 :
Soit (A, +, X) un anneau non nul, commutatif et fini.
Montrer que

A est intéegre < A est un corps

Indice : On admet qu’une application injective d’un ensemble fini vers lui-
méme est bijective.
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