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Premiere partie

la. Soit y €]0, +oo[. L’application u, : t — t¥"le~" est continue positive sur |0, +oo].
Au voisinage de 0, on a wu,(t) ~ "' et 1 —y < 1, donc lintégrale [) u,(t)dt est
convergente par comparaison avec une intégrale convergente de Riemann. Au voisinage
de +oo, on a t*u,(t) = tv*te7t — 0, donc f;roo u, (t)dt est convergente par critére

t—+
de comparaison avec l'intégrale f;roo tlgdt convergente de Riemann. Il en découle que
lintégrale 0+°O u, (t)dt est convergente et que I' est bien définie sur |0, 4+o00].
On a, par integration par parties :

+00 +oo
Ply+1)= / te tdt = [—tYe "I +y / tv e tdt
0 0

Integration par parties validée par le fait que ¢ — tYe~* admet des limites finies (nulles)
aux bornes de l'intégrale. Donc I'(y + 1) = yI'(y).
Ug = 1

La suite (uy)n>0 tel que u,, = I'(n + 1) satisfait Wn € N up s = (n+1)u, donc elle
coincide avec (n!),>o, donc I'(n + 1) = n! pour tout n € N.
1.b Onal(y) = [ e tv1dt = Jy+1) = "% e~tt¥dt. Donc :
+00
M=y [ et 0
0

On a fjloo e V93 ds = fjloo e~vstym(i+s) g — fjloo e ¥ (1+ s)¥ds
Par le changement de variable s + 1 =t il vient :

+oo +o0 +oo
/ e ¥)ds = / e YDy — ey/ e VY dt
-1 0 0



On a par ailleurs , en effectuant le changement de variable yt = w :

+oo +o00 +oo
/ e VitYdt = / ey Yy tdu =y Yyt / e “uYdu
0 0 0

+oo +0o0
/ e V) dg = eYy Y (yl/ e“u%lu)
-1 0

Compte tenu de la relation (1) il vient :

Donc :

+oo
I'(y) = eyyy/ e Y9(8) dg

2a. L’application v, : t — e~ w1 est positive continue sur [§, +00[. Au voisinage de

+00, on a tli+m t2v,(t) = tli+m to+2e~% = 0. il en découle que 'intégrale [, v, (t)dt

est convergente, donc v, étant positive, elle est integrable sur [d, +00].
On va démontrer par récurrence que pour tout n € N on a #(n) :

“+oo
P(n) Vo € R,/ e~ wt%dt = o(z™) quand x — 07
5
e Démarrage : &(0) n'est autre que :

+oo
Va € R,/ e =t%dt — 0
5

x—0

Soit (x,) une suite a valeurs dans |0, 1] tel que T 0, démontrons que :
— T 00

+o00 :
lim e =t*dt =0 (2)

n—+oo [
pour cela on va utiliser le théoréme de convergence dominée. posons f,(t) = et
pour tout n € N* et tout ¢t € [d, +00[. Chaque f,, est continue sur [d, +oo] et il est aisé
de voir que (f,) converge simplement vers 'application nulle sur l'intervalle [0, +o0].
Puisque z,, €]0,1] on a = > ¢ donc e m < et de sorte que |fu(t)] < g(t) = et
pour tout ¢ € [0, +oc[. L’application g est continue integrable sur [0, +oc[ le théoréme
de convergence dominée s’applique et on a le résultat désiré.
e Hérédité : Soit n € N tel que Z(n) est vraie.
Une integration par parties donne :

+oo t t —+o00 e t
/ e = t%dt = [—xe’ita] —i—m/ e =ttt

) J 5
5 oo t

= z6% = +ozac/ e =ttt

&\,—/ 5

U(x) N _

V(x)




On a, quand z tends vers 07 : U(z) = o(z"!) car : gn(—fz S — 0 et, par

x—0
hypotheése de récurrence, on a V(z) = o(2") donc axV (x) = o(z"). Notons que £ (n)
est formulée de sorte que la propriété concerne toute valeur réelle de o pour n entier
donnée. Ainsi & (n + 1) est vraie et cela finit d’établir le résultat demandé.

Déduction :
N

On a py(t) = f(t) — D apt™ ou ap = W pour tout k € [0, NJ.
k=0
Remarquons que si 0 < 1 alors f étant continue sur [d, 1], ell y est bornée . Si C; =

n[%%]xm ona:

Vi>4§ |f(H)]| < CL+CtR
inégalité valable aussi dans le cas ou § > 1. Alors, pour tout ¢ > 9, on a :

N
|,0N(t)e_%| < Cre s + Ctfe s + Z |ak|to"“6_%
k=0

Par conséquent, on a :

N+2

+o0 +oo
/ e_xpN(t)dt’ < Z/ bt e dt
1) k=0 6

avec by, = |ag| et B = ay, 81 0 <k < N et (byy1, Bv+1,bni2, Bvi2) = (C1,0,C, K)
D’aprés le résultat obtenu ci-dessus, on a

+0o0
/ e‘ipN(t)dt = o(a")
6
quand x — 0 pour tout n € N.

2b. Soit € > 0 fixé. Comme py(t) = o(t¥) avec a = quand t — 0T, il existe

NAA—p
o
0 > 0 tel que :

vt €]0,0[ |pn(t)] < et

Alors, on a pour tout = > 0 :

1 é 1
/ e_;pN(t)dt‘ S / 6_%’pN(t)|dt S 5/ 6_%tadt
0 0 0

Par le changement de variable % =u,on a:

H
x

P
/ e wtodt = / e “z%u“zdu
0 0

= xa+1/ e “u“du
0
—+o0
xo‘“/ e “u®du
0

= 2*"T'(a+1)

8o
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N+A

En remarquant que a + 1 = , on obtient :

g N
Ve >0 / e_fva(t)dt' < Clex'n (3)
0

avec C' = T(

:‘E
>
N——

2c. Soit € > 0. d’aprés la question 2b., il existe 0 > 0 tel que pour tout z > 0 :

N+A

J t 8
e tont >dt] =
0 2

(On a appliqué le 2b. pour €; = 55;.)
Pour 0 ainsi trouvé, on a d’aprés 2a. :

+oo
/ e zpn(t)dt = o(z") quand z — 0"
5

ol N4
n=1+Ent <;)
1

(Ent désigne l’application partie entiére.)
N+
On a alors o(z™) = o(z = ) donc il existe n > 0 tel que :

+oo .
[ e bt >dt\ <
)

En combinant (3) et (4) on obtient :

vV €]0,n]

l\DI(‘f)

vz €]0,n|

+oo
/ e;pN(t)dt‘ <er'w
0

Ce qui exprime le fait que quand x — 0%, on a :

+oo
/ e s py(t)dt = o (xW)
0

2d. F(z) = 0+°° e+ f(t)dt . Fixons z > 0. L’application u : t — f(t)e” = est continue
sur I =|0,+oo[. L’intégrale en question est impropres aux deux bornes 0 et +o00 de
I'intervalle I.

En 0, on sait que 1'on a au voisinage de 0 :

N

F£) =" apt + o(t™~)

k=0

avec ay, = H 2B pour tout k € [0, N.



A—p

A—p A—p
En particulier on a f(t) = O(tTl) avec = = %_ ldonct n =4

o

avec a < 1, ce qui
donne u(t) = O (35) avec a < 1, donc lintégrale fol u(t)dt est convergente.

En +oo : On sait par hypothése que Vt > 1 on a |f(t)] < Ct¥ | il en découle que
lu(t)| < Ce ctX et comme t2(Ce vtK) = Ce wth+? B 0, Vintégrale [, u(t)dt

converge. En conclusion F' est bien définie sur |0, +o0.

N
eOna f(t) = > apt™ + py(t) ot a = k+i‘;“ pour tout k € [0, NJ.
k=0

Donc pour tout z > 0,on a:

Feo ¢ N +eo ¢ teo t
F(z) = / e = f(t)dt = Zak/ e =t dt +/ pn(t)e =dt
0 = Jo 0

D’aprés la question 2c., on a

quand z — 0T,
Par ailleurs, Vi € [0, N], on a : par le changement de variables £ = v :

+00 too
/ et = gkt / u e "du = z* T (ay + 1)
0 0

il vient :

Comme oy + 1 = %

3. rappelons que ¢(s) = s —In(s + 1),Vs €] — 1, +o0.
3a. ¢ est dérivable sur | — 1, +o0f et

S

Vs E] - 17+OO[7 ¢/(8) = s+ 1

Donc ¢ a le méme signe que s — s. Dons ¢/ < 0 sur | — 1,0[ et ¢' > 0 sur |0, +o0[ et
s’annule au point 0. On a 1i1r+1 ¢(s) = +oo et lim ¢(s) = +oo car ¢(s) ~ s
—1 o0

On a, au voisinage de +o0 : @ ~let¢(s)—s~—In(s+1) T, 7% donc le graphe

de ¢ admet une branche parabolique de directions la premiére bissectrice au voisinage
de +o00.

¢ restreinte a | — 1,0] (resp. [0,4o00] ) est continue strictement décroissante (resp.
croissante) donc réalise une bijection de | — 1, 0] (resp. [0, 400 ) vers [0, +-00].



3b. On sait que s — In(1 + s) est développable en série entiére a I'origine avec le rayon
de convergence R =1, et que

+oo k
Vsel— 1,1, In(l+s)= Z(—1)’f—1%
k=1

Donc pour tout s €] — 1,1[, on a

o(s) = s—1In(l+5s)

+oo k

3¢.On dispose des développements limités suivants au voisinage de 0 :

P(s) = %sz — %53 + %154 + o(s?) (5)
+oo

9(q) =Y ard® = Ag) + o(q") (6)
=1



4
ott A(q) = " arg® et la suite (a;) désigne I'une des suites (by,) ou (c).

k=1
Par composition des dl, on en déduit, en notant Tronc,(P) la troncature au degré 4 du
polynéme P :
(9(q)) = 3 Trones(A%(q)) — 3 Trones(A%(q)) + 1 Trones(A*(q)) + o(q*)
On a: A(q) = a1q + ax¢® + azq® + asq* donc

Troncy(A%(q)) = aiq® + 2a1a2q” + (a5 + 2a1a3)q"
Tronc,(A%(q)) = al¢® + 3aiaxq
Troncy(A*(q)) = aiq’

w

donc ) . . .
¢ = 56@]2 + (a1az — ga?)qg + (56@ + ajaz — ajas + Zail)q4 + o(q").

Par unicité d’un tel dl, il vient :
al =2

3aias — a‘;’ =0
2a3 + 4ayaz — 4aay +ai =0

Donc
a? =2
ag = %
“1
ajasg = 9
ce qui fournit les solutions :
a; =2 a; = —V2
a9 = % ou a9 = %
- 1 .
ag = 9v2 as = 0v2
bl = \/§ C = _\/§
Comme b; > 0 et ¢; < 0 on en déduit que :{ b = % et Cy = %
- _1_ S
b3 = 92 C3 = 9v32
D’aprés I'énoncé, il existe p > 0 tel que les séries entiéres > b,q" et > ¢,q™ convergent
sur I, =]—p, p[. Notons ¢ et ¢, les applications associées a ses séries. Alors au voisinage
de 0, on a :

{ o(p1(q)) ~ V2 q
d(pa2(q)) ~ —v2 ¢

+00 +o0o
Pour tout g €] — p,p[, on a: ¢ (Z bqu) =¢ <Z ckq’“) = ¢%. Or , au voisinage de 0,
k=1 k=1

+o0o +o00o

ona > bpg® ~ biq (resp. Y. crg® ~ c1q ) et on a par hypothése by > 0 (resp. ¢; < 0)
k=0 k=0

,il en résulte qu’au voisinage de 0, on a :

+o00
k; beg" = 07" (¢%)
+o00
> gt = = (¢?)
k=1

7



On en déduit, en particulier (compte tenu des données admises de ’énoncé) que ap-
plication q — ¢7'(¢?) (resp. ¢ — ¢-'(¢q?)) est développable en série entiére a I'origine,
par suite on peut dériver terme a terme les relations (7) ci-dessus sur 1’ intervalle
J, =] — /P, /Pl On a sur cet intervalle :

+00
2¢(¢3")'(¢%) = 2 kbig"!
=1
+00
2q(¢=")'(¢%) = kZ kewg" ™!
=1
Ce qui donne pour ¢ #0 et g € J,
—1\/(,2 2 k—2
(7)) (%) = ka kbrg"~
=1
+00
(0=1)(¢*) = 5 X kerg"?
k=1
Donc on a en particulier pour ¢ €]0, pl :
—1y/ | =2 k=2
(7)) (a) = gkz kbyq =
=1
—1y/ 1 = k=2
(0=7) (q) = 5; kerq 2
=1

(10)

Ce qui, donne, en particulier les développements asymptotiques suivants pour g > 0
voisin de 0 :

{ (671 (q) = 2(brg™2 + 2by + 3bs3q? + o(q
- 5 )

<¢—l)/(q) = §<Clq7% + 2¢9 + 303(]% + o(q

Compte tenu des valeurs trouvées ci-dessus, il vient :

N= NI

jﬁm +0(y/q) 12)

3d. D’aprés 1b., on a : I'(y) = e Yy? f_+l°° e vt .

On a:
—+o00 0 “+o0
/ e~ YoM gt — / e ¥ gt 1 / e YoM gt
-1 -1 0

Dans chacune des intégrales du membre droite, le changement de variable u = ¢(q) est
licite puisque la restriction de ¢ a I'intervalle | —1,0[ (resp ]0, +00[ ) est une application
de classe C! strictement décroissante(resp.croissante). En adoptant ce changement de
variable, on a :

+o0 +oo oo
/ eV g — _/0 e_yq(¢:1)’(q)dq+/0 e (¢ (q)dg

1

N /om e Y1((¢7) (q) — (¢=1) (q))dg.

8



Donc, en conclusion :

D(y) = vy / (67 (g) — (67 (@) da.

3e. Considérons I'application g :]0, +0o[— R, q — g(q) = (¢:')(¢) — (¢=")'(¢). Alors,
ona:

—+00
Vy>0 I(y)=ey’ / e g(q)dq (13)
0
D’apres la question 3c., 'application g admet au voisinage de 0 le développement limité :
_ 2 1
9(0) = V2072 + = q2 + olg?). (14)

Par ailleurs soit ¢ > 1 alors g(q) = ¢,(u2) ¢,( 7ol up = ¢35 (q) et uy = ¢-'(q). Comme

g€ [l,4oo[,onau; €—1,a;1] et us € [ao +oo[oua1 =" (1) et g = ¢ '(1). Notons
que pour tout s €]—1, 400, on a ¢'(s) = 5 de sorte que pour tout s €]—1, 0[U]0, +ocf,
el est bornée sur | — 1, ;] U [ag, +00[. ce qui

on a : = . En particulier s —

1

¢’( ) ¢'(s)
permet de dire qu il existe une constante réelle strictement positive C' tel que |g(q)| < C.
Ainsi les hypothéses requises pour appliquer le résultat de la question 2d. sont satisfaites.
Précisément :

Pour N=2A=1,u=2,0ona:

N
k4+A—p NAA—p
Q)= ag » +olg » ) (15)
k=0

Avec ag =2 ,a; =0 et ay = \/75. Notons que (15) n’est autre que (14) ci-dessus. On a
aussi : Il existe une constante C' > 0 et un entier K (& savoir K = 0) tel que pour tout
q>1,onag(q) < Cq~.

Si pour tout x > 0, on pose :

Gilo) = [ " et g(q)dg = / " cwg(q)dq = Gly)

ouy = %, on a compte tenu de 2d. : Quand y tends vers 400 on a :

- () (1) E () 6) - (6))

OnaTl(3)=ymet['(2)=3I(3) =3¢/, donc :

3

271 11 [271 1\?

Gly) = ——+ -4/ ——+o <—>
W) yy 62V uyy (y



Finalement, et compte tenu de (13) ci-dessus on a, quand y tends vers +oo :

- () o)

Deuxiéeme partie

4. Soit z €]0, 4o0[. L’application u : t — e~ st~ ! est continue sur [1, +oo[. L’intégrale

définissant F' est donc impropre uniquement a la borne +o0o. On a : tlim t2u(t) =0,
——400

donc par critére de comparaison, 'intégrale en question converge.
Remarquons que pour tout X > 1, on a :

X X s
/ u(t)dt = / ds
1 1 S
+oo —s 1 —s
F(:z:):/ < dSZ(/ ‘ ds)—i—c
1 S 108
+o00 e~ S l

ot :¢c = [, %-ds. On a alors ' = —®ow ot : v : [I,+00[— Rv(r) = . et
$:]01] - R, ®(z) = ¢ — [" “"ds et on voit que :
o $ est de classe C™ sur |0, 1][ car elle y est dérivable et sa dérivée est de classe C*°.

e v est de classe C™ sur [1, +oo[. Donc F est de classe C* sur [1, +o0].

d’ot 'on déduit :

5. Par récurrence sur N :

ePour N =1:0na: F(x) = 1+oo e~+t~1dt. Comme I’application ¢t +— —ze t !

admet des limites en 1 et en +00, une integration par partie est validée :

_t,1 +oo +oe _t,_9 _1 +oo _t, 9
F(z) = [—:ce =t ] -z e =t dt =xe s —x e =t dt
1 1

1

Donc : F(z) = Si(x) + Ri(x).
eSoit N € N* tel que F(z) = Sy(z) + Rn(x),Vz > 0. Une integration par parties

donne :
e L N+1 L oo L N+2
/ e ot WDt = ge77 — x/ et~ N2t
1 1

Donc .
Ry(x) = (_1)NN!xN+1€*% + (_1)N+1xN+1/ ot (N42) 34
1

Par suite F(z) = Syi+1(x) + Ry1(z), Vo > 0. Ce qui achéve la démonstration du
résultat demandé par récurrence.

10



6a. Il s’agit d’une série enticre de coefficient a,, = (—1)""!(n — 1)!, donc

an+1

=n — 400

an n——+oo

Par la régle de d’Alembert, le rayon de convergence de cette série entiére est nul, donc
la série demandée converge uniquement pour x = 0.
On a [Ry(z)| = Nla™ [ e=xt=N+Ddt. Par le changement de variable s = £, on a

+o0
|Ry(z)] = N!xN/ e s x =N+ 2
1

x

+oo
= N!/ et s N+ g
1

Donc :

+00
Ra(z)] > Nlet / 5~ (V4D g

=

1
— Nl =
¢ NzN
(N-1! _1
= —j;N:T——xe x

,o. N-1 2 2
Comme la série ) V= est convergente son terme général tends vers 0 donc on a

Nlim (iva_11)! = 400 et par suite, Vx > 0, la suite (Ry(z))n>1 n'est pas bornée.
— 400 -

6b. On a vu en 6a. la relation :
“+o00
|Rn(z)| = N!/ e* s~ V(s

L’application s + sVT1 est croissante sur l'intervalle I, = [%,+oo[, donc la valeur

maximale de s~ ™+ sur 'intervalle I, correspond & s = %, ce qui fournit :
+o00 )
|Ry(x)] < 2N / e~*ds = 2V Nle™% = |ry(a)]

Montrons que Ry41(x) = o(ry(z)) quand z — 0.

On a d’apreés le résultat ci-dessus : |Ry.1(2)| < |rvii(z)].

On a par ailleurs : % =(N+ 1)z — 0, donc ry41(z) = o(ry(z)) quand x — 0

et le résultat désiré en découle.

11



6c¢. D’aprés la question 5., on a :

V(N,z) e N*xR%, F(x)=Sy(x)+ Rn(z) = Sn1(x) + Ryt (2).
En particulier, on a :

V(N,z) e N* xRY, Ry(z) = Rys1(x)+ Syii(x) — Sn(z) = rn(x)
donc, compte tenu de 6b., on a :

|Ry(@) = rw(@)] = Ry (2)] = ofry (x))
quand x — 0, ce qui prouve que
Ry(z) ~ ry(z)

quand z — 0.

6d.Ona|TN“($)‘:(N+1)x.Donc:M§1<:>N§%—1<:>N§Nr01‘1

Irn ()] rn ()]
N, = Ent 1. Il en résulte que la suite (|ry(x)| est décroissante jusqu’au rang N, et elle

devient croissante a partir de NV, + 1. Notons que /N, est bien un entier naturel non nul
puisqu’on a supposé que r < %

7a. On a N = 2M. puisque 0 < z < +, la suite (|r,(2)|)1<n<n est décroissante.

Ry (x
On a Ex(z) = %

IRy ()| < |ry(z)] = NlzN e~ < NlzN+le=o . Ainsi :
|Ry(z)| < NlaN e s (16)

F(z) = Sy(z) + Ry(z). Notons que Ry(x) > 0 car N est pair, donc
o0 . Foo )
Ry(z) = (=) Nla® / emst= NV dr = Nz / e~ 5~ (VHD gy
1 1

D’autre part :
ou

et comme (—1)kr(z) > 0, on a ri(z) = (—1)*|rx()|, donc :



Compte tenu de la décroissance de (|r,(x)|)1<n<n il en découle que Sn(z) > 0, cette
inégalité étant stricte car ro(z) + 71 (z) = (z — 22)e = > 0.

Ce qui précede montre que I'on a : on a |F(z)] = Sy(z) + ran(z) + Ry (x) et Sy(z) > 0
et et rop(z) > 0 et Ry(z) > 0, donc :

~

|F(z)] > Sn(z) >0 (17)
Il résulte de (16) et (17) que :
NlgNtle—s
[Ex(2)] < —=
Sn ()

Notons que

§N(a:) = ( - TQ[(.T)+T2[+1($)> e v

(
|

ce qui donne 'inégalité demandée.

~
o

S
|

1
1

((20)12*F' — (20 + 1)!x2€+2)) e 3

~
[l

0
-1

S

(20121 (1 — (20 + 1)x)> e %

o~

=0

7b. Si on applique I'inégalité précédente a N =4 et x = % on obtient :

1 24.107° 24
E, (—) < - - < =2107% < 3.1073.
10/ 7 (1-5)107 + (1 —-5)2103 — 9

Troisieme partie

8. Soit f € Ciep(R?) et e > 0. On va démontrer qu’il existe un polynome trigonométrique
en deux variables P tel que ||f — P||_, < e. Par définition, f est défini par :

F0) =" fu(61)gn(02)

pour tout § = (6y,6,) € R?, avec n € N* et f, g € Gper(R) pour tout k € [1,n]

Sans nuire a la généralité on peut supposer que tous les fi sont non nuls (en effet, la
formule ci-dessus donnant f(6) est valable si on somme sur les indices k tel que fi # 0.
si tous les fi. sont nuls alors f = 0 et P = 0 convient. ) Soit alors

M =Y 2l fullo + llgell0)
k=1

13



et

min || fi ()

g = min(i
2M " 1<k<n

Par densité dans le cas de d = 1, il existe des polynomes trigonométriques en une
variables Py, Qx pour k € [1,n] tel que :

[ fr — Prlly <€

Soit P l'application de R? — C définie par :

n

P(0) = P(61,65) = > Pi(61)Q(62)

k=1

Alors P est un polynome trigonométriques en deux variables car si on écrit (K7, K
étant des parties finies de Z) :

Pk(el) — Z Cke2i7rj01

keK, ]
Qk(QQ) — Z dg@meQ
leKs
alors .
Pp(01)Qr(02) = Z cpdpemFOT02),

(k)EK1 X Ko

Par combinaison linéaire, P est un polyndéme trigonométrique en les variables 6, et 5.
Pour tout 0 = (6;,65) on a :

n

£0) = PO = D (fr(01)gx(02) — Pe(01)Qi(62)

- Z(fk(el) — Pi(01)gx(02) + Pr(01)(9x(02) — Qu(62))

k=1

§€<XMMMﬁWﬂM>

k=1

Notons que pour tout k € [1,n], on a || Pyl <& + | fulloo < 2| fxll, , donc :

Vo eR* |f(0) - P(O)| << (Z(Hngm? ka”oo) =e'M

k=1

Par passage a la borne supérieure sur § € R?, il vient :

If =Pl <seM<s<e

14



9. L’application t; est continue sur I =]0,1] car u : ¢ — u(t) =0 et v : ¢ v(t) =

1—7]|t| sont continues sur I donc 'application max(u, v) est continue sur I, en particulier
ona lim w]( ) = max(0,v(—3)) = max(0,v(1)) = ¢(—1), donc ¢ est continue sur R.

t—>2

L’application t — ¢ — % est continue sur R car affine. Par composition, I’application 1;
est continue sur R.

Pour tout t € R, on a ¢ ,(t + 1) =¢;(t +1 — f) = ;(t — %) = 1) (). Finalement on
a 1k € Gper(R) pour tout couple (k,j) d’entiers tel que 0 < k < j.

10. On a par définition de S;(f), pour tout 6 = (61,6,) € R? :

j—1 j—1

5,()(01.0) = sz(’“ kQ)zw]kl(el)m(eQ)

k1=0 k2=0

10a. Il est clair que pour tout k = (ky, k2) € [0,j — 1]?, les applications

fr:0i— f (k i) Ui (61)

et
Gt )k, (62)

sont continues 1-périodiques et que

FO = > fr(0)gr,(02)

(k1,k2)€[0,5—1]2

pour tout 6 = (6y,6,) € R?, donc f € Giep(R?).
Soit ¢ = (f1,6,) € Z2. On a;

gl 62 33 (kl kz) (61) (62)
S. 4= E 1) il
](f)(]7 ]) ~ Of wjkl ] 'Qb],k‘z ]

k1= 2=

G

-1 j-1

- 255 u (45 (45)

<.

Si ri(k) et ro(k) dénotent les restes respectifs de la division euclidienne de ¢; — k et
¢y — k par j alors par périodicité de 1;, on a :

n(35)-EEAE () (4) o

k1=0 k2=0

Remarquons que pour tout v € {1,2} et tout k € [0,j —1],on a0 < r,(k) < j de sorte
que T”J(.k) € [0, 1] et deux cas sont possibles :

15



o Si r”—. € [0, 1] alors v; ( jk)) = max(0,1 — r,(k)) par suite 1), ( 2 ) # 0 unique-

' 2
ment si r,(k) = 0 ce qui veut dire k est le reste de la division euclidienne de ¢, par

j.
o Si r”]ﬁ €]3, 1] alors “T(k) —1 €] —3,0[ ce qui donne
oy (") =y (P2 - 1) = (") a0, - 4 () =0

puisque 7,(k) < j—1donc 1 —j+r,(k) <O0.

Cette étude montre que les termes du second membre de la relation (18) sont tous nuls
sauf celui d’indice (k1, ko) tel que (r1(k1),72(k2)) = (0,0) , ce qui veut dire que k; et ko
sont les restes respectifs de ¢; et ¢y dans la division euclidienne par 7, de sorte que :

s (5 ) 1 (5 ) (0)o () - (5:5) (42)

10b. Soit 6 = (64,6,) € [71, kytl [ X [’“? kot [, alors il existe (t1,t9) € [0, 1[% tel que :

0, = (1— tl)? +t1%
Oy = (1 — ty) ™ 4 toh2

On a:
Jj—1 j-1 A
Z f ( )% 0 (01)).6,(02)
=0/¢1=

0
Soit £ € [0,j —1]. On a :

i) = 03 (6= ) = max(0.1. - ity — )
Or : ]01 —{= (1-t1)k1+t1(k1+1) — (= (k‘l —€)+t1

e Si ¢ = ky on obtient j#; — ¢ =t; donc ¢;,(6h) =1—1;

eSi (= Fk; + 1 on obtient j6; — ¢ =t; — 1 donc ¢;,(61) = t1

o Si ¢ & {ky, k1 + 1} alors deux cas sont possibles :

- soit £ < ki, donc ¢ < ky —1et 1< k;—{donc |j0; — ] = (kg — )+t > 1 et par
suite : 1;0(01) =0

- Soi k1 +1 < £ donc ky + 2 < /£ et par suite ky — ¢ < —2et ky —(+t; < —1 d’ou
|76 — €] > 1 et (ky —¢) +t; > 1 et par suite : ¢, ,(61) =0

En conclusion, on a :

1-— tl si = ]{?1
Vi e [[O,j — 1]] wj’g(el) = t1 si {=k +1
0 si g%{kl,kl—Fl}
Une étude similaire pour v;¢(6;) donne les méme résultats a savoir :

1-— tg si l= ]{72
Vi e [[O7j — 1]] wj,f(HQ) = to si £=ky+1
0 si ¥ ¢ {k’g, k’Q + 1}

16



Il en résulte que :

S;(f)(60) = M f (klj“ ""2]“) hof (klj“ ’32) W, (’31 ’@Jﬂ) s (;;1 k’jz)

ou )\1 = tth, )\2 = tl(l — tg), )\3 = (]_ — tl)tg, )\4 = (1 — tl)(]_ — tg)
4
On remarque que Vk € [1,4] A > 0 et > A\ = 1, ce qui prouve que f(6) est la

k=1
barycentre des points

f(’“.“,k?.“),f(’“lfl,k—?)f(k—?,k?“),f(k—?,’“—?)
J ] J J ] J J )

affectés des poids respectifs : A\j, Ao, A3, Ag.
Déduction : Soit 7 € N tel que 7 > 2. L’application

9 1R = C,0—[8;()(0) — f(0)]

est continue sur R2. Notons que si § = (61,0,) € R? alors il existe un unique couple
(my, my) d’entiers relatifs et (x1,73) € [0,1[* tel que zy + my, = O,k € {1,2}. par
périodicité on a g;(61,602) = g;(x1,x2) de sorte que g;(R?) = ¢;([0,1]*). par compacité
de [0,1]? et continuité de g; il existe 6; € [0, 1]* tel que

155(f) = fllo = 15;(£)(0;) — £(6;)]

4
D’aprés la question précédente on a : S;(f)(6;) = D Aef(ur) ou Ay sont positifs et
k=1

Z A = 1 et uy sont des points de R? tel que d(uy, ) < 5 pour tout k € [1,4].

Il en découle que

1S;(f) = flloo = Si(F)0;) = £(0;) =D M f(ui) — £(6;))

k=1

de sorte que l'on a :
155(F) = £l Z £ (uy) = £(0))]

f étant continue sur le compact [0, 1]?, elle y est uniformément continue.
Soit & > 0 alors il existe n > 0 tel que pour tout z,y € [0,1]?, on a :

dz,y) <n = |f@) - f@)] < 7.

Soit jo un entier tel que jo > 2 et jio <.
Pour tout j > jo on a : d(u;,6;) < % < ndonc |f(u;) — f(0;)] < § et par suite :

Ce qui prouve que <li£_n 15;(f) = fll, =
j—+oo
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11. Soit f € €per(R?) et € > 0. D’apres la question 10. il existe f; € Gep(R?) tel que
|f — fillc < §. D’aprés la question 8., il existe un polynome trigonométrique & deux
variables P tel que : || fi — P||, < 5. Il en découle que :

If = Plle < lf = fill s + /s = Pl <

Quatrieme partie

F'(t) = fla(t))

12. Comme z = 0 , le systéme devient : { o'(t) = w

Il en découle que
a(t) = a(0) + /twdT =tw et F'(t)= f(tw).
0
Donc .
F(t) = F(0) +/ f(rw)dr
0
et comme F'(0) = 0 il vient :
F(t) = dr.
0= [ frapar

13. Considérons la fonction f : R? — C tel que pour tout 6 € R? :
f(@) — 627ri(k’.9)‘

ou k = (ky, ko) défini par I’énoncé tel que k.w = 0 . On voit facilement que f est un
polynéme trigonométrique 1— périodique.

On a
1 1 1,1
//f(x)d:z:ldxg = / ek g2mikoxz o0 o
0o Jo o Jo

1 1
— (/ e2m’k’1r1dx1> (/ e%ikmd@) -1
0 0

Finalement pour tout t+ € R on a : f(tw) = e2™**k«) = 1 puisque k.w = 0 d’aprés
I’hypothése selon laquelle w est résonnant.
Il en résulte que

¢
VtER,F(t):/ ldr =t
0



14 On suppose que w est non résonnant, donc Vk € Z2 k.w # 0
14a. Posons, pour tout 6 € R? :

f(e) _ Z Cke%rr(k.@)
keK

avec K une partie finie de Z? et les ¢; des nombres complexes.
Pour tout t € R, on a :

F@zfﬂmW:A«zﬁﬁﬂw>m

keK
Comme (k,w) # 0, on dispose d’une primitive de I'integrande, a savoir :
Ck 2inT (k,w)
T — —e ’
Z 2im(k,w)
keK

ce qui fournit :
_ Ck 2t (kyw)
F(t) = _— -1
®) Z 2i7r(k:,w)(e )

keK

il est aisé de voir que pour tout t € R on a :
[F(t)] <M

avec

1 |ck|
M==
T Z |k.w]
keK
Donc F' est bornée.

14b. Soit f € %,e(R?). Soit € > 0. D’aprés la question 11. il existe f polynome
=7 <

o0

trigonométrique en deux variables tel que

Alors pour tout t € Ry on a :

F(t)| = jg f(rw)dr

< [ 1w - fro)lar +

< t=+
- 2

0

Comme f est un polyndme trigonométrique on a d’apres de la question 14a. I'applica-
tion ¢ — fot f(Tw)dr est bornée donc il existe M; > 0 tel que :

/Ot flrw)dr

Comme M; = o(t) au voisinage de 400, il existe tg > 0 tel que ¢ >ty = M; < t5
Ainsi

vVt € R, < M,

t> 1ty = |F(t)] < te

ce qui prouve que quand ¢ tends vers +o00, on a F'(t) = o(t).
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15a. On a
Vo € R?,  dh(f).w+g() =v (19)

On sait que dh(f).w = wlg—e"l(ﬁl, ) + wgaa—e’;(ﬁl, 0s).
Donc :

1 1 1 1 oh 1 1 oh
/ / dh(@)w d91d92 = w1 / —((91, 92)d91 dez + wo / —(61, 92)d92 d91
0 JO 0 0 891 0 0 892

1 1
= W1 / h(l, 62) — h(O, 92) d92 + WQ/ h(91, 1) — h(@l, O) d91
0 0

1 1
= wl/ Od92+w2/ 0d01
0 0

=0

puisque h est 1—périodique par rapport a chacune des deux variables 01 et 6,.
il en résulte qu’en intégrant la relation (19) on obtient :

1 1
0 0

Si les composantes ¢g; et go de g sont des polyndémes trigonométriques en les variables
0, et 0y alors il existe une partie finie K de Z? et des coefficients complexes (cx)rer €t

(¢} )kex tel que :

Vo e R2, 91(9) _ Z Cke2i7r(k.9) ot 92(9) — Z C;CGQM(IC'G)
keK keK

Il en découle que :

1 1 1 1
/ / g1(0) dovdoy = ¢y / / im0 2imka02 gy, 49,
0 0 0 0

keK

Remarquons que pour tout k € K, on a :

1 1 1 1
/ / eQiﬂIﬁOl 62i7rk’202 d01d92 — (/ €2i7rk191 d€91> (/ e2i7rk:292 d02>
0 0 0 0

puis remarquons que pour tout entier relatif m l'intégrale I, = fol e2mmt dt vérifie

1 si =0 )
I, = { Lo de maniére que finalement :

0 si m#0
1 1
/ / g1 (0) d01d02 = C(O,O)
0 0

Notons que si (0,0) ¢ K alors c(0) = 0.
Comme cette conclusion concerne aussi g, on en déduit que

1 1
V= / / 9(0) dbrdba = (c0,0), ¢(0,0))
0 0
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Déduction :

Note importante :

Pour démontrer l’existence d’une solution h, il semble qu’il faut ajouter la condition (20) ci-dessous (imposée par la
périodicité de h comme le montre le contre-exemple donné ci-dessous.) :

g(0) = > 2 mC, vk e K, Cj €R?
keK

avec .
Vk e K, kw=kiw +kows #0 (20)

Notons que la condition (20) est vérifiée dans le cas particulier ou w est non résonnant.
Dans ce qui suit on va :

= démontrer l'existence de h si on ajoute cette condition

1 Donner un contre-exemple dans le cas ol cette condition n’est pas vérifiée.

Existence de h si la condition (20) est vérifiée

On suppose donc que :

g(6) = Z em(k,e)ck

keK

Ou K est une partie finie de Z? etVk € K, on a C}, = (&, ¢;,) € R? avec la condition
(20) ci-dessus, a savoir :

Vk‘EK, k,’.w:leUl“_kQWQ?éO

Cherchons h sous la forme h = (hy, he) avec

hy (6) _ Z bk€2i7r(k.9) ot hg(@) _ Z b;emﬂ(kﬁ)

keK keK

Notons ce qui suit :

1= On a indexé par la méme partie K, chose possible quitte a prendre la réunion des
deux parties initiales et associer un coefficient nul quand c’est nécessaire.

1= Puisque ¢g; et go sont a valeurs réelles alors K doit étre symétrique par rapport a
(0,0) et pour tout k € K on doit c_, = ¢ et ¢, = a C’est juste une remarque,
elle ne sera pas nécessaire pour ce qui suit.

On a alors

oh ohy Ohy  0Ohy Ohs

Oh
dh(0).w = w1 7= 8_92 = (w18_91(9)+w28_02’w1 96, (9)+w28—92)

90, (9) + Wy

En écrivant :
hl (9) _ Z bk62iﬂ'(k’191+k’292)

keK

on déduit : on ' pir (k0
a0 (0) = 2im k;{ by kp €2 (k-0)

Gn(0) = 2im k;{ bykoe?m(-0)

dh(0).w = 2ir Z(k.w)bke%“(kﬁ), Z(k.w)b;e%”(k'e)

keK keK
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qu’on peut mettre sous la forme :
dh(0).w = 2im Y " (k.w)e* " By
keK

ot By = (by, b)) Ecrivons de méme :

avec Cy = (¢, ¢},).
La relation (19) ci-dessus, s’écrit alors :

Z ezm(k.e)((k_w)Bk +Cp) =v
keK

Pour qu’elle se réalise, il suffit de prendre

C[):V

k€ K\{(0,0)}, By — —mck

Contre-exemple dans le cas ou la condition (20) n’est pas vérifiée :

Prenons w = (1,1) et g(f) = (cos 2w (0; — 6),0)
Si h = (hy, he) est une solution alors

oh oh
v<91, ‘92) € RQ, 8_011 + 8_011 = COS 277'(01 — 02)
th =01 —0,
Posons { t = 0, , alors
90,  Ot; 90, Oty 00, Oty
00y Oty 00, Oty 06,  Ot; Oty
On a donc : R
, Ol
V(tl,tg) € R, —(tl, tg) = cos 27ty
Oty

Ce qui donne :

V(ti,ta) € R?,  hy(ty, ta) = tacos2mty + p(t;)

ol ¢ : R? — R de classe C*, donc :

\V/(Ql, 92) c R2, h1(01, 62) = 82 COS 271'(01 — ‘92) + @(81 — 92)

Comme h; est 1—périodique par rapport aux variables 61, 05, on a par exemple :
hi(1,0) = hy(0,—1) = R(0,0)
Or hy(1,0) = ¢(1) et hy1(0,—1) = —1 + ¢(1), ce qui est absurde.
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15b. On a a(t) = a(t) + zh(a(t)), donc & (t) = /(t) + xdh(a(t)).(¢/(t)). Compte tenu
de o/(t) = w+ xzg(a(t)), il vient :

&'(t) = w+ xg(at)) + z(dh(a(t)).w + zdh(a(t)).g(a(t)))
Comme dh(a(t)).w + g(a(t)) = v, on a:

&(t) = w+av + 2*dh(a(t)).g(a(t)))

donc :
VteR, &'(t) =w+av+ xe(z,t) (21)
e(z,t) = zdh(a(t)).g(a(l)) (22)
Ona oh oh

dh(a(t)-(g(e(t)) = g1(a(t)) g-(a(t)) + ga((t)) 5o~ (a(t))

Comme h est 1—périodique par rapport aux arguments 6; et s, ses dérivées partielles le

sont aussi et puisqu’elles sont continues, elles sont bornées sur R?. Par ailleurs, g étant

périodique continue, elle est bornée sur R?, donc ses composantes g; et g, aussi. Il en

découle que t — dh(a(t)).(g(a(t)) est bornée sur R. Soit M = sup ||dh(a(t)).(g(c(t))]|-
teR

De (22) , on déduit :
sup [e(z, ) || < Mlz| — 0
t€R z—0

15¢c. De (21) ci-dessus on déduit :
t
a(t) = t(w+av) + a(0) + x/ e(x, s)ds
0
On a &(0) = a(0) + zh(«(0)) = xh(0) (on note 0 au lieu de (0,0).), donc :

a(t) = t(w+ zv) + xh(0) + z /t e(x, s)ds

o
=
I
joN
=
|
&
=

a(t)) = t(w+zv)+z(h(0)—h(tw))+z (h(tw) — h(a(t)) —|—/0 e(z, s)ds)

a(t) = a(t) —zh(a(t)) = t(w + 2v) + 2(h(0) — h(tw)) + 2n(z,t)

n(x,t) = h(tw) — h(a(t)) —i—/o e(z, s)ds
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Soit 7 'application du compact [0, 1] x [0, T] vers R? définie par :
\V/(t, T) S [07 1] X [07 T]v ¢(t7 T) = (1 - T)tu) + TOé(t)

Soit tg € [0,T]. Posons a = tow et b = a(ty).
Considérons I'application H : [0,1] — R? définie par

H(t)=h((1 = 7)a+71b) = (ho)(to, T)
Alors H est de classe C! sur [0,1] et
H'(7) = dh((1 = 7)a+7b).(b — a) = (dh o ¢)(to, 7).(b — a)

Comme h est de classe C' sur R? les applications dérivées partielles 7 @ et @ sont
continues sur R? donc bornées sur le compact

K =1(]0,1] x [0,T]).

Posons

ol

Si on note a = (a1, az) et b = (by,by) on a :

Oh Oh
801 (¢<t07 ) (b2 - 0’2)802(

00, K

H'(1) = (by — a1) 5~ Y(to, T)

de sorte que
IH(7)|| < MI|b— al

ol [|b— all = sup(|b1 — a1, [b2 — aa]).
Il en découle que

1h(b) = h(a)| = |1H (1) — < /0 1 (7)|ld7 < M][b— all

/O ()

Puisque a(0) = 0, on a (rappelons aussi que Vs € R,  d/(s) = w + zg(a(s)))

b—a=alty) —wty = [as) —ws]P = /0 O(O/(S) —w)ds = /0 zg(a(s))ds

donc

16— all < llgllocl]

Comme t; est choisi arbitrairement on a en fin de compte :

vt € [0,T],  [Ih(a(t)) — h(tw)]| < M|iglcol]

/Ota(x, s)ds

On a d’autre part

< T'sup [|e(z, 1)
teR
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Donc

e 0.1, a0l < Mgl + 1) (le + sup (o, 0]
Donc, si on pose

M =M|lglls +T et Vz€R, Wi(z)=|z|+suplle(z )|

teR

on a

z—0

sup ||n(z,t)|| < M'W(x) et limW(z)=0
t€[0,T]

car, en vertu du résultat de la question 15b. on a sup ||e(z, t)]| — 0, donc :
teR =

lim ( sup [|n(z,?)| | =0
=0 \ tef0,77]
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