Travaillez ce qui est marqué
La solution est en bas

EXERCICES MPSI

Espaces vectoriels de dimensions
finies

N.B : K désignera R ou C.

Exercice 1

Dans l'espace vectoriel RR, les familles suivantes sont-elles libres ?

1) (f,g,h) ou f :x — sin(z), g :x — cos(x) et h :x — 1

2) (f,g,hi)ouf:z+— sin(x), g:x — cos(x), h:x — xsin(z) et i:x — xcos(x)
3) (f,g,h) ot f :z + sin?(x), g 1z + cos?(z) et h :x > 1
4) (f,g,h) ou f :x +— sin(z), g :x > cos(x) et h :x > €*

Q1 = X*+1

Considérons la famille B = (Q1,Q2,Q3) o1 { Q2 = 3X?— X +3
Q3 = X?’-X-1
B est-elle une base de Ra[X]? Sioui, déterminer les coordonnées de X.

1) E = F([0,%],R). On définit pour tout k € N, fj, : @ — sin¥(z). Montrer
que pour tout n € N, la famille (fy, ..., f,) est libre.

2) E = F(R,R). On définit pour tout k& € N, gz :  +— €**. Montrer que
pour tout n € N, la famille (go, ..., gn) est libre.

Exercice 4

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Soit f € L(E).
Montrer que

(ker(f) = Im(f)) & (f* =0 et n = 2rg(f))

Exercice 5

Soient F et G deux sev de R® tels que dim(F)=dim(G)=3.
Montrer que F NG # {0}.

Exercice 6

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Soient F' et G deux sev
de E vérifiant dim(F) + dim(G) = n. Montrer que F NG # {0}.

Pr.ELAMIRI 1/ 4 www.lamateacher.org



EXERCICES MPSI

Exercice 7

Soient a,b € K et E = {(un)n € KN|Vn € N, up 0 = aupny1 + buy}
1) Montrer que F est un K-espace vectoriel.

- K2
— (uo,ul) ’
Montrer ¢ est un isomorphisme. Conclure quant a la structure de F.

Exercice 8

Soit E un K- espace vectoriel de dimension 3. Soit f € L(E) nilpotent
d’indice 3.

1) Justifier Pexistence de g € E tel que f2(z) # 0.

2
3
4

2) Considérons l'application ¢ :

Montrer que la famille (xo, f(z0), f2(z0)) est une base de E.
En déduire que rg(f) = 2.
Notons Cy = {g € L(E)| gf = fg}

i) Montrer que Cy est un K-espace vectoriel.

ii) Montrer que (Ig, f, f%) est une base de C}.

— — ~— ~—

Exercice 9

Soit E un K- espace vectoriel de dimension n € N*. Soit f € L(F) nilpotent
d’indice n.

1) Justifier existence de xg € E tel que f"!(xq) # 0.

2) En déduire que la famille (zo, f(20), ..., f* 1(x0)) est une base de E.

3) Déduire que rg(f) =n—1

Soit n € N*. Soient ag, ..., a, € R distincts deux a deux.

n
X _ .
Posons pour tout k € {0,1,....,n}, Lp(X) = H < aj)
=0,k N T

1) Quel est deg(Ly)?
2) Calculer Ly (a;) quand k =i et quand k # .

3) Montrer que la famille (Lj)o<x<n est une base de R, [X].
(dite base de Lagrange )

4) Soit P € R, [X]. Déterminer les coordonnées de celui-ci dans cette base.

Soient £ un K- espace vectoriel de dimension n et f un endomorphisme de
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EXERCICES MPSI

E vérifiant rg(f) = rg(f?).
Montrer que E = ker(f) & Im(f).

Soient £ un K- espace vectoriel de dimension n et f un endomorphisme de

E.
1) Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
i) ker(f) N Im(f) = {0}
i) E=ker(f)+ Im(f)
iii) E = ker(f)® Im(f)
2) Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
i) ker(f) = ker(f?)
i) Im(f) = Im(f?)
iii) E = ker(f)® Im(f)
3) Soit f’ la restriction de f a Im(f).
i) Montrer que ker(f') = ker(f) N Im(f) et Im(f') = Im(f?)
ii) En déduire que rg(f) = rg(f?) + dim (ker(f) N Im(f))

Soient £ un K- espace vectoriel de dimension finie n € N* et u € L(E).
Pour tout p € N, on note I, = Im(uP) et K, = ker(uP).

1) Montrer que :
Vp € N, Kp C Kp+1 et Ip+1 C Ip
2) Supposons que u est injectif.
Déterminer I, et K, pour tout p € N.
3) Supposons que u est non injectif.

i) Montrer que : (30 =<p=<n| K, = Kp1)
Indice : Vous pouvez raisonner par l’absurde, puis introduire la di-
mension.
r désignera le plus petit entier 0 <X p < n vérifiant K, = Kp1.

ii) Montrer que :
a) I =141
b) Vp e N, K, = K4,
iii) En déduire que (Vp € N, I, = I, 1)
4) Montrer que F = K, @ I,
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EXERCICES MPSI

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*.
Soient f,g € L(E,K).
Montrer que

ker(f) = ker(g) & (Ja € K*, g = af)

Soient £ un K-espace vectoriel et f,g € L(E) vérifiant fg — gf = Ig.
1) Montrer que

i) Vn =1, fg" —g"f =ng"!

ii) Vn =1, ftg —gf* =nfr!

2) Montrer que pour tout n > 1, les familles suivantes sont libres :

(IE7 f7 ceey fn) et (IE797 “eey gn)
3) En déduire que E est de dimension infinie.

4) On veut un exemple.
Vérifier que (E=R[X], f(P) = P’ et g(P) = XP) convient.
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Dans 'espace vectoriel R¥, les familles suivantes sont-elles libres 7

1) (f,g,h) ou f :x — sin(x), g :x — cos(x) et h :x — 1
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Q1 = X
Considérons la famille B = (Q1,Q2.Q3) o1 ¢ Q2 = 3X?—-X+3
Qs = X*-X~-1

B est-elle une base de Rs|X]|? Sioui, déterminer les coordonnées de X.
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1) E = F([0,%],R). On définit pour tout k € N, fi : z — sin®(z). Montrer
que pour tout n € N, la famille ( fo, ..., fn) est libre.
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Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Soit f € L(FE).

ker(f) = Im(f)) < (£ =0 et n = 2rg(f))
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Exercice 5
Soient F' et G deux sev de R® tels que dim(F)=dim(G)=3.
Montrer que FFN G # {0}.
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o . .. 1) ker(f)NIm(f)=1{0}
/‘“) =7 /‘) %\ﬁ'm{fﬁfe i) B = ker(f) + Im(f)

iii) E = ker(f) ® Im(f)

i) ker(f) = ker(f?)
ii) Im(f) = Im(f?)
i) E = ker(f)® Im(f)
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1) Montrer que
i) Vn = 1, fg" —g"f =ng"™
i) Vn = 1, f'g —gf" =nf"""
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En déduire que E est de dimension infinie.
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L’) On veut un exemple.
Vérifier que (E=R|X], f(P)= P’ et g(P) = XP) convient.
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