Travaillez ce qui est marqué
La solution est en bas

EXERCICES MPSI

 SERIES NUMERIQUES |

Exercice 1 :

Déterminer la nature de la série E u, dans chacun des cas suivants :

h n

l)uanZé% , 2) un = Zm ~ g 3 wn=e— (147)
n

4)Un=(ni+1> B) Un = szosn 6) un =

Exercice 2 :

Déterminer la nature de la série E u, dans chacun des cas suivants :

—1)™ —_1)" —_1)™
D) un = vy 2) tn = ey 3)“n=1n75+<—12n
n =iLje R ™
4) up =/n+(-1)"—/n 5) u, =In (1+ (n+)1 ) 6) u, = sin <ﬁ>
—1yn —1n s

Exercice 3 :

Soit g U, une série a termes positifs. Notons v, =

n

Un
AT Montrons que

E Up CcONvVErge < E Up CcOnverge
n n

Exercice 4 :

1) Notons u, = sin ((2 — v/3)"n)

i) Montrer que la série Z up, est & termes positifs.
n
ii) Quelle est sa nature?

2) Posons A, = (2 —/3)" + (2 + v/3)". Montrer que A, € N .
3) En déduire la nature de la série Z Up ; OU Uy = sin ((2 + \/§)”7r)

Exercice 5 :

Justifier Vexistence des sommes suivantes et calculer-les :

= 1 <X 5n+6 = 1
2 ;n(n—l-l)(n—l—Z) 2) ;n(n+l)(n+2) 3) T;ln <1_712>
f g &= &y
5) ; 3n 6) T; n(n+1)(2n+1) ) nz::l n?
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EXERCICES MPSI

Exercice 6 :

e -

On donne les sommes : nz_:l 2= et nz_;) g
Calculer les sommes suivantes aprés avoir justifié leurs existences :

= 1 = 1 Rn+1 | XRa2-2

1 — 2 —— 3 4
)Z(2n+1)2 )Zn2(n+1)2 )Z n! )Z n!
n=0 n=1 n=0 n=0
+o00 k
_ (1)
Posons R,, = Z A
k=n+1

3

(=1

n

1) Justifier la convergence de la série Z
n>1

et préciser lim, o Ry.

2) Montrer que
Vi € N, Ry + Rop = io Gt
) mn n+1 — 2 k’(k-f- 1)

3) Déterminer un équivalent simple de R,,.

4) Quelle est la nature de la série Z R, 7.

n>1
Exercice 8 :

Considérons deux suites complexes (a,)nen €t (Vp)nen. Posons u, = anv,
n

et S, = ka.

k=0
1) Montrer que

n n—1
Vn € N, Zuk = Z(ak — Ozk_:,_l)Sk + anSh
k=0 k=0

2) Supposons maintenant que (an)pen est réelle positive décroissante de
limite nulle, et qe la suite (Sy,)nen est bornée.

Montrer que la série Z(an — Qp+1)Sy converge absolument et que la
n

série E Uy, converge.
n

3) Soient B> 0 et 0 € R|27Z.

i) Montrer que

1

v GN, 1 10 in0_<
n |14+ +---4e |_7‘Sin(9/2)|
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EXERCICES MPSI

ind . .
ii) En déduire la convergence des séries g ¢ iR E cos(n) et E Slil/(f).
n n n

n>1 n>1 n=1
Exercice 9 :

1
Notons H,, = Z T
k=1
1) Montrer que H,, ~ In(n)
2) Posons U, = H,, — In(n).
i) Montrer que (Ups1 — Uy) = O(1/n?).
ii) En déduire que

ImeR,H, =In(n)+n+o(l)

3) Posons V,, = H, —In(n) —n.
i) Montrer que (Vi1 — Vp) ~ 5

~ 2n?
+o0 1
.. . . 1
ii) En déduire que V,, ~ 5 g =
k=n
4) i) Montrer via une comparaison série-intégrale que
+00

1 1

Va > 1 IO
@ k> (a—1)no1

k=n+1

ii) En déduire que H,, = In(n) +n+ 5 +o (%)

’Exercice 10 : ‘ (Séries de Bertrand)

1) Montrer que

1
\V/Oé - 1, Vﬂ S R, E W converge
nr2
2) Montrer que
1
V 1, V R E —— di
a<1,Vge ,n>2 na(lnn)ﬁ werge

3) Soit B € R. Par comparaison série-intégrale, montrer que

1

E ——— converge & (=1
n(Inn)?

n=2

) In(n) 1 1
4) Quelle est la nature des séries Z 5 Z 5 et Z —— 7
n? e vn(lnn) n(lnn)

nzl n>=2
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[ SERIES NUMERIQUES |

Exercice 1 :

Déterminer la nature de la série E u, dans chacun des cas suivants :

n

_ ch(n) _ 1 1 = L™
1) un = , D un= g~ g D un=e—(1+3)
n
4) Un = (HL—H) 5) Un = n00152n 6) Un = (lnnl)lnn
v |
1)y, o B _ € xe
Chan € +e
v
Ona)élre ~/e U ~ £
e X 201 2r - «
C“.},e’ ~/ €
1
— VA ~J —
7 Yn eV

f@/'ﬁ'“l\ ZU.,, %Z’jﬁ dout A h’\?m( hatuse .
@}2 Z Ei:_l;\ ,/'7“'“;(\/[( /FG /M:ﬂ;; /883/*‘4;45-\?,,\@ Z (eé)w fé'v‘\f‘fgl
CG( /é!—“/ = ’2’: 44

Nb1 (anl( 2) EAY (0/527:3\
T4 e = s
¢

NBz2 . (8”‘“’" 1)

-
Zgim;(\/ (M& e T

, );n <,
?}MX[ CM ZU,. N :‘>/(/\;Uw -0 ,ulfmmjmf/ vedd
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Methode 2 (f\ﬁ; fes clelseleppementt [ini ) )
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3) un:e—(l—l-%)n

nM’HL‘ﬁ;)
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IExercice 5 :|

Justifier I'existence des sommes suivantes et calculer-les :
+o0
1

5n+6 too 1 +00
& ,;n(nﬂ)(nw) 2 ;n(n+1)(n+2) @gln(l—g) 4) ?;m(u
400 n+1 +00 1 +00 (—l)n_l i th(ﬂ;)
@ nz_:l 4 ) En(n+1)(2n+1) G) nz_; i 8) ;1 =
t= .
N+
5) ‘S fZ{L ,bvx

"1 i
-l*""i "
ao (328
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9 o=
v=1 4 an_4 A9 IR.VH-,’I).—_'L
(-1) ()
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9
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Exercice 8 :
Considérons deux suites complexes (o, )nen €t (v )nen. Posons u, = a,v,

n
et S, = Z Vk.
k=0

1) Montrer que

n—1

Vn € N, Z up = Y _(a — 0jy1)Sk + anSn
k=0

2) Supposons maintenant que (ap)nen est réelle positive décroissante de
limite nulle, et ge la suite (Sy),en est bornée.

Montrer que la série Z(an — Qp4+1)Sy converge absolument et que la

n

série E Uy converge.
n

1) 3001{' V)ef/\[

izué ZO‘\’&

I

= dn\?o+Za(ﬁ$%
=1

AN 4+ 2 Al

fe. =1

4
= AN+ ) A -
4 =1

= 0(03 +Zﬂ‘£5 _
k=1
" h-1.
= > 4 - Z A&ﬂ S&
=0 AF__O
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’

é:o 4 - "Au) S+ %S,

2) Supposons maintenant que (ay,),en est réelle positive décroissante de
limite nulle, et ge la suite (.S,),en est bornée.

fL)Montrer que la série Z(an — (p+1)S, converge absolument

(ad gu moukera R le /‘Y;"t ﬂo"%‘ Z‘@h” 1) Sh) @J’U\\)M%L
(S‘)w kﬂaei_ > ( 3”?/0; ’U!Y\{/’V, }Shié\\q)
Dot s (Hnenr, |G S, | = o] [S.)

o~ v I~
= Ayt M

Car (o) Deorws ke
= (erv, () S| < ME2,) )
"D (gwfya,miow dey peares pofifives | A nethe & oA et
G L e el esopi§ae “Z(afn_ozhﬂ) Gudrie -
Cad gue Hadade (A) Gooege | G Gul e fe ooy Gar
(4n), oot dmins Pk 0 (@ ’POF{‘]‘UO—{) '

ﬁ)n/%ﬁﬁr[fﬂ) ,\?,m JG /aa/rff, ZW-UM @AW\%@

n—1

@wa: Vn € N, Zuk—Zak Qk+1)Sk + anSn —(Z)

k=0

I S de ot Goe Lo A (Z U&) GruswYoe -
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3) Soient 8 >~ 0 et 6 € R|27Z.

i) Montrer que
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o i P €
(ﬂﬁn déduire la convergence des séries E 5
n

n=1
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Exercice 9 :

T

1

Notons H,, = Z T
k=1

1) Montrer que H,, ~ In(n)

2) Posons U, = H,, — In(n).
i) Montrer que (U,4+1 — U,) = O(1/n?).
ii) En déduire que

dneR,H, =In(n)+n+o(1)

3) Posons V,, = H,, — In(n) — 7.
i) Montrer que (V41 — V) NL;_%

oo
1
ii) En déduire que V,, ~ 3 Z =

4) i) Montrer via une comparaison série-intégrale que

1
VO(>-1 Z kaN a_]_)na—l
k=n+1

ii) En déduire que H,, =In(n) +n+ 5 +o0(2)

el

n 1
Notons H,, = Z P
=1

@Montrel que H,, ~In(n)
N :
(v f—~r\/ln(7+£ ot MZ/,{ xjmer;{

k oyt o0
.@’M‘ i = i W “%) Jllcslc e
% N ot

Aade port Z“”%) Z ot hd) = b

ot s - ( (12)) — bn 4 hlrr) 7 koo

n3-+20
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2) Posons U,, = H, — In(n).

@Montrer que (Up41 — Uy,) = O(1/n?).
ii) En déduire que

dneR,H, =In(n) + 71+ o(1)

VI V. Hm!~ L bnt — P, 4 o

7
_ 1L l«/«(u’rﬂ-)»—LJ (CW A= _Z)
nid [ =
4
UM'H‘_'(/VI ,:j: “L“(HM)
4
1
4 _ 1 O(’»O)
4 L Lo — i
n:mT(HO(“)) ( 142 A>0
= nt1 n-400
__ 1, O — # (;))
L\(’/’f’%) ,:;:,; > +O(V‘) QH LAH—FX)'A—)O O

Dy L )= Ol%)

n+1

Cﬂt‘”{ Ur\+| — uu = O{}%Z)
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2) Posons U, = H, — In(n).

i) Montrer que (U,41 — U,) = O(1/n?).
En déduire que

dneR,H, =In(n) +n+ o(1)
(On 4 Uiy — Yy = O/#) bl—Z f“g @m\od&’e
gt S Lbbepiee 3 it e
R GO R

.—;,7 3“’(6,52. ,&(Ju;“{
5 3R G | =0(%) (1;;(%4):0 > U= o(2)

= T el H, e —{=0l2)
§7 ’3("(5/)2/ Hn’;i‘/él\f] ,,.-[\'(,]._ D/ﬁ—)

3) Posons V;, = H,, — In(n) — 7.
Montrer que (V41 — Vi) "’z,:z_%

400 1
ii) En déduire que V,, ~ % Z =
k_

=n

N o Hy b=t b L H, e t)

n-t =
1
NANRVANE Sy VY (A
h+|
4
}’" 5_;"‘ "'/_‘ﬁf
ntl n T4
A
A 4 _— 4 _ w49 71)
ﬁi%w%+%4) Lo ol
noteo N HA 2o
1 2L 40(,4;_)
S — — n V\Z n
— n+1 n-y-toe
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1 4 o - )

(14 2) = 5 = 5 +o[%) Qm(//ﬂ);““”*‘ﬂ )
[ ) _ £ 0(::) —=
Y ;—l—% f,&{”f Tan® e h— 422 n®

3) Posons V,, = H,, — In(n) — 7.
i) Montrer que (V41 — Vi) Nz_l

> 4
En déduire que V,, ~ % Z w2
gt
/Q“ @ (\/ Nl ) ~ =

”@;u\ Z (V#f\f{w) /\/Z,ZL
fn

e Z(\/i ) ﬂ»w ( %\f{; V&Q)
/’Z’”‘ (\/ NM>

N5 40

N | Can 9441);:7/&'“\/¢O)

rﬁfm

D N, ~ Z

n_) 452
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4) @Montrer via une comparaison série-intégrale que

s | 1
1 e
Va - 2 Z ko (O! = l)na_l
k=n+1

ii) En déduire que H,, = In(n) +n + % +o (%)

{41 €
L L) £ dl
/f‘ a4 7 £
4 £
20 L
~>° eyt o 5‘:-0]4)
ES] L L7 ( =
QZQ &O)é i:Zla—Héd \ﬂ_f—vul ,1’71:
,ro" KW -‘l"w
'f
i’;diéizh -Z:éj Zdt ED
—h+! n
h+l
+20 ) r-2) bt
o [ e : =
| - =R .
. . ’ Loy - d-Hn
— 0 Cardrt
/{ —_—
— O”' =
":—7 J\n {d’\ (0‘ {l\’\d
Ty I .~ ’}—qd—
s Ji jc;: “ (4-2)(+4) S (oL
Wt . B
4D = ﬁZ/ £ (domm”
=n+4
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4) i) Montrer via une comparaison série-intégrale que

+o0 1 1
\vd 1 I s S—
ey Z Jecx (Of . ]_)na—l
k=n+1

En déduire que H,, = In(n) +n + % +o0 (%)

+90
1 e
0" a Vi f\/f,z_;Z ﬁ‘i
,I.Od

fzp

PPN i — 7

v Tt B AR et
t-n Ny Ao
) 1T
Dt N o 25
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Exercice 10 : | (Séries de Bertrand)

1) Montrer que

1

Va =1, V8 € R, Z L

converge

2) Montrer que

Va <1, VB e R, Z

n"‘(ln )5 diverge

3) Soit # € R. Par comparaison série-intégrale, montrer que

1
Z 5 converge < B>=1
v n(lnn)

4) Quelle est la nature des séries Z ln(n Z

n>1

1
\/_(lnn) et Z n(lnn)? ’

n>2

CORRECTION

1) Montrer que

converge

1
Va = 1, VB € R, Z

: n(Inn)?

Spred A»4 %]3&
1

n/%@dql{&,\ . ga Abere @’Vt\“fgf
o ey

Cpk 144" 4 «

o(/
/%/;V A - Y, ; &
N m”‘ (A@ 5 (j\n)

= QO
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7 thar) "
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f 1
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2) Montrer que

1 .
Va <1, VB € R, Z na ()P diverge
Stk A1 4 BeR.
gl ‘
Modlas Gene u ere Z ,o{mo%ﬁf .

V7 2 /i (/&@ P

Car = e
L

" i o) P
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